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6 Mengenlehre

— Die Folgerungen aus Aussagen- undiftikatenlogik sind zahlreich. Dies ist eine davon.

6.1 Begriff der Menge

1. EineMengeist eineZusammenfassung unterscheidbarer Objekte zu einem Gan-

zen!® Diese Objekte heiRelBlementeder Menge.

Die Unterscheidbarkeitimpliziert, dass eine Menge kele&ben Objekte entiit.
2. Mengen werden mit lateinischen GroRbuchstaben beztidBlemente mit klei-

nen. Ist Objekia Element einer Menga@, schreiben wifa € A, sonsqagA

= a(aeh).

Die charakteristische Eigenschaft einer Menge ist die iBgedlung ihres Ele-

mentpAdikats.— Das ist schon alles. Mehrkann® eine Menge im Grunde nicht.

3. Die Menge ohne Elemente helBere Mengeund hat das Symbo|. Formal:
VX: (x€ @« 0), bzw. kirzer: xe @ < 0.

Es gibt nur eine einzige leere Menge, egal welche Objektealsidarin nicht
enthalten ansehen!

6.2 Darstellung von Mengen

Es gibt vier Miglichkeiten, eine Menge anzugeben. In allgtlén muss klar sein,
wie das Elementgdikat entschieden wird.

1. explizite Aufzahlung, Beispiele:

{Beuth, GauR, Grashof, Bauwegen
{_‘7/\av7_)7(_>7@7|7l}
V :={aeioUu.
Das Elementgdikat kann durch eine Suche bereit gestellt werden:
isin(y, A)
Input: Objekty, MengeA
Output:  Wahrheitswert des Rdikatsy € A

for xe A do { Aaufzihlen}
if x=y then
return true

return false

15dies ist die Definition von Georg Cantor, 1845-1918, dewstathematiker, Begriinder der modernen Mengenlehre
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Dieser Algorithmus entspricht der mathematischen Definiti

[YEA & IxeA:y=x].

Das Elementgidiakt, < wird delegiertan das Gleichheitspdikat,=", das fur
die betrachteten Objekte definiert sein muss.

. implizite Aufz ahlung, Beispiele:

{Ananas, Banane, ..., Zitrohe
{1,2,...,n}
QZ := {1,4,9,16...} .

Achtung:die Fortsetzung. . .“ muss eindeutig sein oder zumindest klar erkenn-
bar— Kontext wichtig! Das obere Beispiel ist schlecht, weil nagutig. Impli-
zite Aufzahlung ist meistens nur sinnvoll bei Mengen mathematisChgekte,
siehe untere Beispiele.

Wahrend die explizite Autzhlung nur @ir endlicheMengen geeignet ist, kann
bei der impliziten die in dep. . .“ versteckte Regel einenendlich groR&enge
erzeugen, sieh®Z — Mehr zu Mengengi3en in KapiteP?.

Das Elementgidikat wird berechnet, indem wir diesen Darstellungstyfran
nachsten, die Beschreibung, #ak fuhren. Dazu rassen wir die implizite Re-
gel als ein Padikat ausdicken.

. Beschreibung Beispiele:

V ={xe{a,b,c,..., 3 |xist Vokal}
QZ={neN|yneN}.

Diese Darstellung ist geeignetrfMengenA, die Teil einer bereits vorhandenen
Grundmenge G (auchKontex) sind, Uiber der ein Ridikata(x) definiert ist:

A={ xeG | aXx }.
—— ~—~
Grundmenge Pradikat

Die Grundmenge steht links, getrennt durch einen senkeadirich vom Padi-
kat. Die Meng@A entsteht, indem die Grundmenge durch déslikat, gefiltert”
wird wie bei einer Datenbankabfrage. Das Elemeidjiat vonA wird dadurch
zuriickgefihrt auf das irG und das gegebene#®tikat:

yeA & (yeG) Aaly).

Ist die Grundmeng& klar oder unwichtig, kann Sie weggelassen werden, z.B.
V = {x| xist Vokal}. Der Elementname ist aber wichtig, damit dasdikat
formuliert werden kann. Er ist eirgebunden&/ariable, vgl.??.
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Im Weiteren se jeweils klar, sodass witlr A = {xe€ G|a(x)} vereinfacht
annehmen énnen:

yeA & ay) ‘

Hier wird das Elementg@gdikat delegiert an das inneresidikata.
. Konstruktion der Elemente, Beispiele:

QZ ={n’|neN}

Q:={§lp€Z geN} (rationale Zahlen)

Hier steht links ein Bildungsgesetiarfdie Elemente und rechts eine (oder meh-
rere) Mengen zur Aufzhlung deigebundeneWariablen darin:

A= { f(x) xeG }.

Konstruktionsformel Grundmenge

A entsteht als Menge der Ergebnisse der Forméh die alle Elemente vo
einmal eingesetzt werden. Dabéiren dieselben Ergebnisse auch mehrfach er-
zeugt werden, wie bé), wo jeder Bruchwert sogar unendlich oft heraus kommt.
Sie ZAhlen aber nur einmal als Elemente.

Das Elementgdikat einer konstruierten Menge hat die Form eines quaietifi

tenExistenzausdruchksie bei der expliziten Aufahlung, nur dass das Element
indirekt durchf gegeben ist:

(yeA & XeGiy=1f(x) |

Fur die Beispielmengen:

meQZ < IneN: m=n?
yeQ & HpeZ:quN:y:g.

Darstellungen von Mengen sind nicht eindeutig. Siatken ggf. ineinandéiberiihrt
werden. Beispiel Quadratzahlen:

QZ = {1,49,16,...} = {neN|yneN} = {n’|neN}.

6.3 Verkniipfung von Mengen

Operationen zwischen Mengen leiten sich direkt aus dadiRatenlogik her. Sie
kénnen veranschaulicht werden mit Hilfe eingsin-Diagramms', s.u. Wir setzen
eine gemeinsame Grundmen@é&ur A, B voraus und schreiben sie nicht explizit auf.

1630hn Venn, 1834-1923, britischer Mathematiker
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1. Teilmenge

jedes Element voA liegt in B:

ACB & VX: (XEA — XEB) |
&  (xeA = xeB).

Beispiel:

A := {xHochschuldg x steht in Deutschlanf
B := {xHochschulé x steht in Berlin}
C := {xHochschuld x steht in Wedding .

Also:

((xin Wedding =- (xin Berlin) = (xin Deuschlangl) & CCBCA.

. Gleichheit zweier Mengen:

jedes Element liegt il undB oder keiner A B
von beiden:

A=B & VX: (XEA & XEB) |
&  (xeA & xeB).

Beispiel:

A = {neN|ngerade}
B := {neN|n?gerade} .

Es ist A= B, weil
neA & (ngerade 2’ (n?gerad¢ < neB.

Durch diese Definition von Gleichheit ist jedes Element namal in einer
Menge vorhanden und die Reihenfolge ist egal:

{ich, du, ich, du} = {ich,du} = {du,ich}.

— Wenden Sie dazu das Elemeditikat ir explizit aufge@hlte Mengen an.

Im Grunde ist eine Menge eirtdack box die nur Ja/Nein-Fragen nach ihrem

Inhalt beantworten kann. DadurcBrinen wir,von auf3en“ nicht sehen, wie oft
Elemente enthalten sind und in welcher Reihenfolge. Wiltestauns einfach
vor, alle Elemente seien nur einmal vorhanden und es gibekeeihenfolge.
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. Schnittmengezweier Mengen, lies; geschnitten

ANB

|ANB == {x|x€AAXEB} |

Beispiel:

A := {x|xHochschule
B := {x| xBerliner Ausbildungsstite }
ANB = {x|xBerliner Hochschulé .

Ist ANB = &, heiRenA und B disjunkt, z.B. Manner und Frauen, weil3e und
schwarze Schachbrettfelder, alle Studierenden im 1.,,2., 3Fachsemester.

. Vereinigungsmengezweier Mengen, lies; vereinigt".

AUB
A B

AUB := {x|xcAV xeB}|.

Anmerkungdie TeilmengeANB C AUB zahlt nicht doppelt.
Beispiel:
A := { alle Beuth-Studierendeh

B := { alle Beuth-Bescéftigten}
AUB = { alle Beuth-Angebrigen} .

— ANB = { alle Beuth-Tutorer}.

. Komplement einer Menge, lies; quer®.
Wir brauchen die Grundmengghier explizit:

|A = {xeG|-(xeA)}|.

Beispiel:

G := { alle Kursteilnehmet
A := { alle Frauen im Kur§ < “im Kurs®, da AC G sein muss
A = { alle Manner im Kurs} « “im Kurs*, da auchAC G ist.
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6. Differenzmengezweier Mengen, lies;ohne".

A

|A\B := {x|xcAAX¢ZB}|.

Beispiel:
A := { alle Informatik-Studierendeh
B := { alle Studierenden im 1. Semester
A\ B = { alle Informatik-Studierenden, die keine Erstsemestet 5in
Mit Hilfe der Differenzmenge &nnen wir deutlicher machen, dass die Grund-
menge beim Komplement eine wichtige Rolle spielt:
A=G\A.
— Priufen Sie die Mengengleichheit, um das zu sehen.
Achtung:es ist ein beliebter Fehler z.B. zu schreiben:
ANB = ¥x: (Xe AAXEB).

Dies ergibt keinen Sinn, weil das linke Objekt eMengeist und das rechte eingi-
scher Ausdruckals Ergebnis eines Rdikats)! Achten Sie genau darauf, mit welchen
Objekten sie arbeiten und unterscheiden Sie deren TypANuB und A= B sind
Pradikate, die anderen Verlipfungen ergeben Mengen.

6.4 Rechenregeln fir Mengen
Alle logischen Gesetze finden witif Mengen wieder. Mengenoperationdiifen
sie sozusagen auf allen Elementen gleichzeitig aus.
1. Kommutativit at des Schnitts: (Venn-Diagramm s.u.)
ANB = {x|xeA A xeB}
= {x|xeB A xeA}
= BNA.

Kommutativiait vonA

Analog: Kommutativitt der Vereinigung AUB = BUA.
2. Assoziativitat des Schnitts: (Venn-Diagramm s.u.)
(ANB)NC = {x|xe ANB A xeC}
= {x| (xe AAXxeB) A xeC} Asso0z. VO
= {X|xe AN (xeBAXxeC)}
= {x|xe AAXxeBNC}
= An(BNC).
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Analog: Assoziativitit der Vereinigung:(AUB)UC = AU(BUC). Hier das erste Gesetz:

(ANB)UC = {x|xe AnBV xeC}
= {x|(xeAAXxeB)VvxeC}
= {x|(xeAvxeC) A (xeBVxeC)}
= {x|xe AUC A xe BUC}
= (AUC)N(BUC).

Kommutativitt Assoziativiait

3. Distributivit at von Schnitt und Vereinigung: Aufgabe 6.5

(ANB)UC = (AUC)N(BUC)
(AUB)NC = (ANC)U(BNC) 4. de Morgansche Regelritir Mengen:— Aufgabe 6.5
)U(ANC)
)N (AUC)

AUC).

AN(BUC) = (ANB
AU(BNC) = (AUB

J>‘ >
c| D
Wl W
I
>l >l
o C
wl ol

Distrib.



5. Konsistenzder Teilmenge:

ACB & AuB=1B

ACB < ANB = A.
Diese Regeln verbinden Teilmengen- und Gleichheitsbanigkzwischen Men-
gen. Dahinter stehen auf&tikatenebene die Tautologien

a—b < avb<b
a—b < anbea,

wobei a:< (x€ A) und b:< (xeB) .
— Beweisen Sie sie durch eine Methode lhrer Wahl!

. Gleichheit als Inklusionspaar:

A=B & (xeA&xeB)
< (XEA=XEB) A (XeB=x€A)
< ACBABCA.
— Eine Gleichheit kann deshalb auch als Paar von Inklusiomelpeiden Richtungen gezeigt
werden.
Beispiel: A= {ncN|ngeradg = {neN|n?geradg =: B
Beweis: z.z.. ABABCA
Das bedeutet, wir filssen zeigen:

ACB < (neA=neB) & (ngerade= n’gerad¢
BCA < (neB=necA) < (n’gerade= ngerade
Kontrapositon <> (nungerade=- n? ungeradg.

Der Vorteil der Aufspaltung in zwei Schritte ist diedglichkeit, einen davon
anders zu behandeln als den anderen. Wir hatt&?.IP? genau diese beiden
Implikationen gezeigt. O

6.5 Aufgabe(Ubungen zu Mengen.)

° Die Menge N = {1,2,3,...} wird nicht aus anderen Mengen konstruiert

oder beschrieben. Sie ist eine Grundmenge, siihon da“ ist und auf der alle
anderen aufbauen. lhre Definition ist sehr theoretisch uimdbghandeln sie
nicht.

Traditionell beginnen die néatlichen Zahlen mit 1. Die Menge
Npo := NU{0}
wird davon ebenso traditionell unterschieden.

Die MengeN ist abgeschlossen unter Addition, aber nicht Subtraktion.
Um auch die Umkehrung der Addition immer aillsfen zu knnen, brauchen
wir die Menge aller mglichen Ergebnisse:

Z:={m-n|mneNp}.
Dies istaquivalent zu der bekannteren Definition Aufgabe 6.15
Z = Nou{—-n|neN}.

Die MengeZ ist abgeschlossen unter Multiplikation, aber nicht Divisi
Um auch die Umkehrung der Multiplikation (auf3er Divisionrclu 0) immer
ausfihren zu Bnnen, brauchen wir die Menge allebglichen Ergebnisse:

Q:={§lpeZ geN}.
Dies ist (ohne Beweisjquivalent zu der bekannten Definition

Q = {alle Dezimalzahlen mit endlicher oder periodischer Ziffetge} .

Die Menge@ ist abgeschlossen untendlichenOperationen der vier
Grundrechenarten. Wirdnnen beliebig lange Terme formulieren, in denen ra-
tionale Zahlen mit+ — - + verknipft werden und &nnen sicher sein, dass das

Ergebnis wieder rational ist. Beispiel:

2 4 8 n”
(Beweis per Induktion!) Bei dieser Summe sieht man das airdemel rechts
auch sofort. Ebenso ist das bei dieser Summe ohne gesatddssemel:

1,11 1

Wenn wir die Anzahl der Summanden bis ins Unendlichékem, nimmt die
erste Summe den Wert 4Q an, die zweite aberrtz/6 Z Q. Also istQ unter
unendlicherGrundrechenoperationen nicht abgeschlossen.

Wir kdnnen dieses Manko hier noch nich@pise fassen, tun das danratgy
in ??.2?. Wir halten zufichst fest, dask dieses Problendkt.

6.6 Aufbau des Zahlensystems

Wir haben gesehen, dass Mengen durch Beschreibung (6.@eB8)kmnstruktion
(6.2.4) aus anderen Mengen hervorgeh@mrien. So ist auch das Zahlensystem auf-
gebaut.
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Erweiterte Mengen

6.7 Mengen von Mengen

1. Streichlolzer.
Eine Schachtel ist eine Menge von Streiotzern.
Eine Packung ist eine Menge von Schachteln.
Eine GroRR3packung ist eine Menge von Packungen.
Eine Palette ist eine Menge von GroR3packungen.
Eine Tagesproduktion ist eine Menge von Paletten. (Etc.)

2. Studierende.
Ein Kurs bildet eine Menge von Studierenden.
Ein Studiengang bildet eine Menge von Kursen.
Ein Fachbereich bildet eine Menge von Studigngen.
Eine Hochschule bildet eine Menge von Fachbereichen.)(Etc.

3. Hausbewohner.
Eine Wohnpartei bildet eine Menge von Bewohnern.
Ein Haus bildet eine Menge von Wohnparteien.
Eine Stral3e bildet eine Menge voratsern.
Eine Stadt bildet eine Menge von Straf3en. (Etc.)

Hier gelten folgende Regeln:

4. Die Elemente einerdheren Menge sind nicht die Einzelelemente der niederen
Menge, sonderiMengen von (niederen) Mengeas$ bildet sich eine Hierarchie
vonMengen 1., 2., 3., ... Stufe

5. Die Elemente einerdheren Menge iiissen nicht gleich grof3 sein. Siérinen
beliebige Teilmengen der niederen Grundmenge sein.@iadn auch gleiche
(niedere) Elemente enthalten.

Wir haben fir eine Menge 1. Stufe die Existenz einer Grundmenge gefprdie
einen Kontext darstellt (und z.B. bei der Komplementbilglerplizit berdtigt wird).
Gebraucht wird eine solche Grundmenge auohMengen kherer Ordnung.

— Diese Begrifflichkeit mathematisch zu fasdimt zu folgender allgemeiner Definition.

6.8 Potenzmenge

Sei G eine beliebige Grundmenge. DRotenzmengevon G ist die Menge aller
Teilmengen von G

| 2(G) == {A|ACG}

, dh Ac?(G) & ACG.
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— Das definierende Rdikat von? (G) ist die Teilmengeneigenschaft in G.
Beispiel:Fir G={a,b} ist
?(G) = {@, {a}, {b}, {a,b}}.

Die Potenzmenge ist die riatiche Grundmengélif die Teilmengen vois.
6.9 Eigenschaften der Potenzmenge

1. »(G) ist stets eine Menge um ein$lerer Stufe al$ selbst. lhre Elemente
sind nicht die vorG, sondern Mengen davon. Sie kamnht mit G interagieren,
z.B. sind die Ausdicke G C #(G), #(G)NG sinnlos.

2. Eine Potenzmenge ist niemals leer, denn siegdtnithmer mindestens die leere
Menge:
?(G)2{o}.
2 (G) enthélt auch stets selbst, deshallif G # @ mindestens 2 Elemente.
3. 7(G) ist abgeschlossen gedérer Durchschnitt, Vereinigung und Komplement
ihrer Elementmengen:
ANBe ?(G)
ABe?(G) = AUBe ?2(G)
ABe?(G).
Damit ist » (G) abgeschlossen gedérerallen Mengenoperationen, da diese

auf N U = zurickgetihrt werden Bnnen (so wie alle Booleschen Funktionen
auf AV =),

4. Die Potenzmenge kann iteriert werden, um Mengen nétieter Stufe zu er-
zeugen, z.B.7 (2 (G)). Beispiel:

r(r({a})) = #({2.{a}}) = {2,{o},{{a}}. {@.{a}} } .

6.10 Beispiel.Die Potenzmenge als Ganze wird seltendigyt. Meist spielt eine
Teilmenge von ihr, eine soylengenfamilie, die Hauptrolle in Anwendungen.

1. (Aufgabe??.3) Lena sagt;,Max lugt!" — Max sagt:,, Maria lugt" — Maria
sagt:,Lena und Maxiigen!
Wir hatten drei Variablen die folgenden Bedeutungen zugsei:
a .= ,Lena sagt die Wahrheit."
b := ,Max sagt die Wahrheit.”
¢ = ,Maria sagt die Wahrheit."
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und die logische Bedingung
f(a,b,c) := (adb) A (bac) A (ca(avb))

aufgestellt. Wir definieren die Grundmen@== {a,b,c} und ihre Potenzmen-
ge als Mengenfamiliéo:

Mo = T(G) = {gv {a}7 {b}, {C}’ {a’ b}7 {a,c}, {b,C}, {a,b,c}} :
Jede Teilmengéd € M soll bedeuten, dass die darin enthaltenen Aussagén
sind und die fehlendefalsch M enthalt alle prinzipiellen Alternativen.

Um die zubBssigen Alternativen zu finden,igen wir, wann sie die gegebenen
Bedingungemwahr machen:

e adb:unzuBssig werdemw, {c}, {a,b}, {a,b,c}, weil entweder,b oder
keins von beiden darin enthalten ist. Es bleilibnig:

M1 = {LeMo| @)@ (bel)} = {{a), {b}, {ac}, {b.c}}.

e ba@c: unzubssig werdera}, {b,c}, weil entwederb,c oder keins von
beiden darin enthalten ist. Es bleibilorig:

Mo ;= {LeMi|(belL)®(cel)} = {{b},{ac}}.
e c®(aVvb):unzubssig wird{a,c}, es bleibtibrig:
Mz = {LeMy|(cel)®(acLvbel)} = {{b}}.

Die Losung ist die einzige verbleibende Alternatil®: Max sagt die Wahheit
und die anderen beideaden.

— Dies ist eine andere Betrachtungsweise des logischen Ausses: die Familie der Alter-
nativen reduzieren.

. SkatspielGrundmenge:G := { 32 Karten}.
Zu Anfang bekommen zwei Spieler eine 10-elementige TeitpeeronG und
einer eine 12-elementige. Im Laufe des Spiels durchlauferHdnde immer
kleinere Teilmengen.
Familie: {Ac 2(G)||A] <12}.

. StundenplanGrundmenge:G := { alle Kurse im Studiengang
Sie stellen jedes Semester eine Teilmenge @arusammen, deren Elemente
(Kurse)uberschneidungsfrei sind und Sie zeitlich auslasten.
Familie: kleine Teilmengen voig, ca. 3-5 Elemente.
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4. Navigationsgeit. Grundmenge:
G := {alle elementaren Strecken zwischen zwei Often

Gegeben: Start- und Zielort, gesuchirgkeste Verbindung dazwischéher eine
Folge von elementaren Strecken. (Hier spielerazlghe Langendaten eine
Rolle.)

Familie: alle Teilmengen vorr (G), die Strecken ohne Kreise zwischen Start-

und Zielort bilden.

w N

Familie: {{a,b}, {a,c,e}, {b,c,d}, {d,e}}

Das Navi sucht aus der Familie ein Element mit der kleinstend3tung heraus
(Lange, Dauer, Kosten, etc.)

— Wir betrachten die Potenzmenge wieder in Abschnizteand ??.

6.11 Hierarchie der Mengen
TODO!!

6.12 Kartesisches Produkt

1. Daskartesische Produkt’ zweier Menger®, B (lies:,, AkreuzB.") ist definiert
als

A
O ®m 0m @,
AxB:= {(abacAnbeB}|. A A A A A:
o |

{rot gelb blau grin} B

2. Die Elemente vonA x B sindgeordnete Paarevon Elementen vor und B.
Das bedeutet:

(a,b)=(c,d) & a=cAb=d.

17René Descartes, 1596-1650, franzosischer Mathematiker
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3. Ist A= B, schreiben wir auchA x A=: A? | lies:,,A zwei."
4. Analoges qilt@ir mehr als zwei Mengen, z.B.
AxBxC = {(a,b,c)JacAAbeBACeC},
AxAxA = A  Adrei.
6.13 Beispiel. 1. Spielkarten:
F = {Kreuz, Pik, Herz, Kard — Farben
W = {AKD,B,10,9,8,7 — Wertigkeiten
FxW = {(f,w)|feF,weW} «— Skatblatt.
2. Kartesisches Koordinatensysteille Punkte der Ebenedanen bekanntlich
durch 2 Zahlen eindeutig beschrieben werden:
R? := {(xy)|xyeR} = RxR.

Diese Definition entspricht also genau dem kartesischeduRtoAnalogR3, R"
etc.

3. ModulorechnungBei ganzzahliger Division zweier Zahlen fallen zwei Werte
an, Quotient und Rest. Mathematisch kann diese Operatigasthrieben wer-
den:

div: NoxN—NgxNp, divimn) := ([F], mmodn).

— Die obere Notation beschreibt di&chnittstelle* der Funktion Funktion div: nur die Typen
der Parameter und deriRkwerte.

6.14 Eigenschaften des kartesischen Produkts
1. Die ProduktmengeA x B kannnicht mit A B interagieren, z.B. sind die Aus-
dricke AC Ax B, (AxB)NB sinnlos.

2. Die Komponenten der Paare sind nicht vertauschliar.A= B ist das offen-
sichtlich, da ihre Elemente verschieden sind. AuchA =B gilt nach 6.12.2:

azb < (ab)#(ba).
Die beiden Paare rechtallen als verschiedene Elemente ¥én

3. Daraus folgt sofort: das kart. Produkt ist nicht kommiutaA x B# B x A. Es
ist auch nicht assoziativ(A x B) x C # Ax (Bx C) — Aufgabe 6.15

4. Das kartesische Produkt ist die indiche Grundmengelf Relationen sie-
he 7.1.

6.15 Aufgabe(Ubungen zu erweiterten Mengen.)
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7 Relationen

— Hier kommt eine wichtige Anwendung von Mengen.

7.1 Begriff der Relation

1. Einebinare Relation R zwischen zwei MengeA, B ist eine (beliebige) Teil-
menge ihres kartesischen Produkts:

|RCAxB|, dh. R= {(ab)eAxB|r(ab)}
mit r: AxB — {0,1} als definierendem Bdikat.

2. AiIr ,(x,y) € R' schreiben wir auch xRy, lies: ,x steht in Relation R zu y*
Spezielle Relationen haben eigene Zeichen, z.B.

NAME Zeichen| Bedeutung Objektec A,B

LTH < kleiner als Zahlen, Strings

LEQ < kleiner oder gleich Zahlen, Strings

EQ = gleich bel. fur A,.B C G dieselbe Grundmenge
BOOL C Teilmenge Mengen

PAR [l parallel zu Geraden, Vektoren

REC € senkrecht zu Geraden, Vektoren

CONG = kongruent zu geometrische Formen

7.2 Beispiel.Relationen sindiberall dort ritzlich, wo Elemente zweier Mengen nur
eingeschiinkt kombiniert werdendnnen:

1. {(s,m) € {Studierendé x {Module} | sbelegtm}

2. {(s,L) € {Stadte x {Lande} |sliegtinL},
also in einem geometrischen Sinng,L) e R < selL.

3. Teilerrelation: DIV :={(k,n) e NxN|k|n},
z.B. (1,n) DIV firalle ne N, (3,9) € DIV, (4,9) ¢ DIV

4. Relationen &nnen auch unendlicidicht’ sein: { (x,y) € R? | x> +y> =1},
{(xy) e R?|y=x}

7.3 Darstellungen birérer Relationen
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1. (Aufgabe??.2)

L := {rot, gelb, giin} — Ampellichter,
P:={LILNLIV} — Ampelphasen,
R:= {(¢,p) e LxP|¢leuchtetinp}.

Es gibt drei Darstellungeriif endlicheGrundmengen, die jeweils verschiedene
Aspekte von Relationen betonen:

a) Menge: entspricht der Definition. Als Aughlung der Elemente zeigt sie die
GroRe(Anzahl Paare), als Beschreibung digsinierende Padikat

R = {(rot,l), (rot,l), (gelb,l1), (gelb,1V), (giin, ) }
= {(l,p) eLxP]|
({=rotAp<Il)V({=gelbApistgeradeV ({ =grunAp=IIl)}.

b) Matrix Mat (R): die Elemente vo, P werden als Zeilen bzw. Spalten auf-
gezhlt und die Werte des Rdikats in die Tabelle geschrieben:

P
ER |1 IV

rot 111 0 O
¢ gelbj/0 1 0 1
gin|0 0 1 O

Hier kdnnen wir Werte schnell ablesen und ggf. bestimmte Muskemeren
(siehe 7.9). Matrizen werden bgjrol3en” Relationen schnell Uibersicht-
lich, sie sind aber gut geeignet als Datenstruktur im Coeput

c) Graph: die Elemente vor. werden aldibereinander angeordnef@oten
(Punkte) gezeichnet, ebenso die ElementeRoechts daneben. ISt, p) €
R, wird einegerichtete Kante (Pfeil) vom jeweiligerL-Knoten zum entspre-
chenderP-Knoten gezeichnet (links nach rechts):

R .
I
rot

L gelb P

grin
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Die optische Gestaltung der MengkrP ist frei, solange die Kanten stim-
men. Sie drfen auch kurvig sein. Eraglicht optische Erfassung bestimmter
Eigenschaften, ist daher gut geeigrigt¥enschen.

2. G:={1,2,3,4,6,8}, R:= {(k,n) € G? | kist echter Teiler vom} .
a) Menge:

R = {(kn)cG? knAk#n}
= {(172)7 (1’3)7 (174)7 (1’6)7 (178)? (274)? (276)7 (2’8)7 (3’6)7 (4’8)} *

b) Matrix Mat(R):

x
oo hwN A
[eNeoNeNeNeNell
OO OO0 O0ORN

cNoNeNaNEINN
[eNoNeNeNT NN
OO O0ORrR R RO
OO Fr OFR R

0

c) Graph: wenn R C G2, werden die Elemente va® nur einmalals Knoten
gezeichnet, die Kanten wie oben:

3 4

3. Gwie in Beispiel 2,DIV = { (k,n) € G? |kn} .
a) Menge:es kommen zR wie in Beispiel 2 hinzu:
lc = {(1,1), (2,2), (33), (44), (6,6), (8,8)} .
Die spezielle Relation
lg = {(xy) €G*[x=y}
heil3t dieldentit at.
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b) Matrix Mat(R): hier wird zugtzlich dieHauptdiagonaleauf 1 gesetzt. Diese
Diagonale ist dieMatrix Mat(lg) der Identi&t.

n
€R[1 23468
1111111 1 0
21010111 1
k3001010 Mat(le) =
41000101 0 1
61000010
81000001

c) Graph: es kommt um jeden Knoten eirg&hlinge hinzu. Diese Schlingen
sind derGraph der Identit.

R

4. R={(xy) e R?| x®+y?*=1}.
Da R unendlich grof ist, kommt kein Graph in Frage. In einer Makibnnen
die Elemente nicht aufgahlt werden, aber in beiden Richtungen als Koordina-
tenachsen eingetragen. Statt 0/1-Egen werden die Punkte gebt.

/\R {(xy) € R2[x2+y? =1}
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Wir erhalten eine Punktmenge (oben fett schwarz) in eikartesischen Koor-
dinatensystem

— Aus historischen Gmden erfolgt die Auéthlung der Werte in einem Koordinatensystem
gegeriiber der Aufahlung in einer Matrix um 90gegen der Uhrzeiger gedreht. Im Prinzip ist
beides dieselbe Idee.

7.4 Aufgabe(Ubungen zur Darstellung von Relationen.)

7.5 Inversion binarer Relationen

Fir eine RelationR C A x B ist dieinverse Relationdefiniert als

R1:={(ba)eBxA|(@beR}|

RundR~! haben immer dasselbe#Rlikat, nur die Komponenten sind vertauscht:
(b,a)eR! & (ab)eR.
Beispiel 1:(sprachliche Umkehrung)

DIV = {(a,b) €Z?|alb} ateiltb
DIV™t = {(b,a) € Z?|alb} bist Vielfaches vora.

Beispiel 2:(Ampel, siehe 7.3.1)
R™1 = {(1,rot), (IL,rot), (I,gelb), (111, griin), (IV,gelb)} .

Die Matrix isttransponiert (an der Hauptdiagonalen gespiegelt):

l
P -1 .
Mat(R) [ I 1l Il IV 'V'at(lR )|rc1>t gglb ggn
rot |11 0 O o | L. S
¢ gelb |01 0 1 p " - 0
gan (O 0 1 O Y o :
Im allgemeinen: MaR™ 1) = Mat(R)"
Mat(R) = & Mat(RY) =

Im Graphen werden die Kantenrichtungen umgekehrt:
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rot rot

1 I
gelb & gelb

1 11
grin grin

v v

7.6 Verkettung binarer Relationen

Seien RC AxB und SC BxC Relationen, dann ist ihrgerkettung SoR C
AxC (lies:,SnachR') definiert als

| SoR:= {(ac) €AxC|IeB: (ab)eRA (bc)eS}|.

Beispiel 1: Ampel.

Wir fuhren die neue Mengg& := {lo, hi} ein, deren Elemente den Status des Ener-
gieverbrauchs angebemiedrig* oder,hoch"). Dazu wird jede Ampelphase in Re-
lation SC P x E zu ihrem Energieverbrauch gesetzt:

S:= {(,l0), (Il,l0), (I1,hi), (111,l0), (IV,l0) } .

Alle Phasen stehen in Relation zlo“, weil in ihnen mindestens ein Licht brennt.
Nur Phase Il hathi*, weil in ihr zwei Lichter brennen. (Das Paar (l1,l0) isbrgese-
hen fir den Fall, dass eins der beiden alisf

Genal der obigen Definition erhalten wiirfdie Ampel die direkte Relation von
LichternL mit Energieverbducherk als Verkettung:

SoR = {(rot,lo), (rot,hi), (gelb,lo), (gelb,hi), (§mn,lo)} .

Tatsachlich leuchten rot und gelb sowohl in einer niedrigen wireeehohen Ver-
brauchsphase, nurign allein in einer niedrigen.
Diese formale Definition ist anschaulich schneller zu eneanim Graphen:

SoR
rot o
gelb @
grun \ hi
L P E L E
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Im Graphen vorSoR erscheinen alle gerichteten Wege \oitberP nachE verkiirzt
auf eine Kante. Doppelungen fallen weg, d.h. die beidemrétege bewirken zu-
sammen nur eine neue Kante, ebenso die beiden gelben.

— Der Graph einer Relation drckt die Verkettungif Menschen intuitiv aus. Computednen
aber nur mit der Matrix arbeiten, d.h. mit den Relationagikaten.

Fur die Matrizen der Relationen gilt:

| Mat(SoR) = Mat(R)-Mat(S) |,

wobei diese Multiplikation nach dem Falk-Schema &rkivird:

S11 S12
1 92 Mat(S)

v \//\/ S31 S32 B

i1 rio riz| tan tio
Mat(R) Mat (SoR)
o1 oo rog| to1 to2

Am Beispiel der beiden Ampelrelationen:

Mat(S)

Mat(SoR)

N e N T e
O r R|lO O L O

Jede Spalte von Méb) wird mit jeder Zeile von MatR) verknipft, indem die Ein-
trage entlang der &en sozusagen aufeinander gedreht werden. Dann werden die
jeweiligen Eintage mitA verknipft und die Ergebnisse dieser Konjunktionen in ei-
ner grof3en Disjunktion zusammengefasst. Der Ergebnisvieteweils dort in die
entstehende Matrix unten rechts eingetragen, wo die lggéedeile und Spalte ein-
ander kreuzen.

Das ist dasselbe Schema, mit dem wir Matrizen in der lineAtgabra multiplizie-

ren, siehe??.??. Es sind lediglich die Operationerund + (die fur Zahlen gelten)
ersetzt durch\ bzw. v (da wir es mit logischen Wahrheitswerten zu tun haben).
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Beispiel 2: FamilieSei M := {alle Menscheh und

B := {(x,y) € M?| xist Vollbruder®vony}
V = {(xy) € M?|xist Vater vony} .
Dann bedeuten die folgenden Verkettungen:

(X,2)eVoB & JyeM: ((xy)€BA (y,20€V)

< xist Bruder des Vaterg/] von z

< xist Onkel \aterlicherseits vor,
(X,2) € BoV <& Xxist Vater eines Bruderg)vonz

< Xist Vater vonz und hat noch einen weiteren Sohn
(x,z) € BoB < xist Bruder eines Bruderg)vonz

&

(x=2)V (xist Bruder vorz und beide haben
einen weiteren Bruder

In den folgenden Diagrammen ist jeweils dieselbe Generat@beneinander darge-
stellt, verschiedene Generationen untereinander:

y <2 o' J"x z y X
B
lv V,,’ l/V O<—Oﬂ<—oﬂ
v X -7

¥
oX: 2 0<5-dy B
hier: BoV =V hier: BoBO B
Anmerkungiiber das Geschlecht varerfahren wir nichts.
— Es ist gut zu erkennen, dass B und V in der Verkettung nictdwsehbar sind. Die |dentiten

BoV =V und BoB DB (BoB ist reflexiv, siehe 7.9.1, B nicht!ihgen von den konkreten Defini-
tionen von BV ab und sind nicht verallgemeinerbar.

7.7 Regeln der Verkettung
Far die Verkettung gelten die folgenden wichtigsten Regeln:

(1) RoS # SoR Nichkommutativiét

(2) (RoSoT = Ro(SoT) Assoziativifit

(3) Ro(SUT) = (RoS)U(RoT) Distributivitat
Ro(SNT) C (RoSN(RoT)

(4) (Ro9 ! =stlort? Inversion.

183ls0 nicht Halbbruder
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Beweis (2): Wir verwenden die Kurzschreibweisg b) e R < aRb, vgl. 7.1.
z.z.:Elementpédikate sindaquivalent:w((RoS)oT)z < w(Ro(SoT))z.

W((RoS)oT)z Def. vono

Ix: WTXxA X(RoS)Z Def. vono

Ix: WTXA Jy: (XSyAyR2)] Regel??.?? (6)

Ix: 3y [WT XA (XSYyAYR2)] Regel??.??(18), Assoz. vom

Jy: 3Ix: [(WTXAXSY AYyRZ Regel??.??(6)
Jy: [3x: (WTXAXSY A YRZ Def. vono

Jy: W(SeT)y A yRZ Def. vono

< W(Ro (SoT))z.

te e e

Beweis (4):
X((Ro9 1)z Def. von~!

< z(Ro S)x Def. vono

& Jy: (zSyA yRY Def. von~!

& Jy: (ySlz A xRly) Kommutativiéit vonA

& Jy: (xR Iy A yslz Def. vono

& x(StoR Yz,

Ro S

Im Diagramm rechts ist die Umkehrung
der Reihenfolge graphisch dargstellt. Die \ S R !
Pfeile symbolisieren jeweils die Relati- B c
onsrichtung. Verkettung ist gleichbedeu-
tend mit Hintereinanderaufirung, Inver- J st R? \
sion mit Umkehrung.

(Ro§t=s1oR?

7.8 Aufgabe(Ubungen zu Operationen auf Relationen.)

7.9 Struktureigenschaften birarer Relationen

Im Folgenden betrachten wir Relationen der FdRm G2, die auf nur einer Grund-
mengeG definiert sind.

1. Reflexivitat. Eine RelatiorR heil3treflexiv; wennjedesElement vorG mit sich
selbst in Relation steht:

(xx)eRe1| < |Ig € RJ.
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Die zweite Bedingung dickt das Kriterium durchR als Menge ausl§ ist die
Identitatsrelation, siehe 7.3.3a).

reflexiv:

Im Graphen einer reflexiven Relation gibt es a@fen Knoten eine Schlinge
(siehe 7.3.3c):

reflexiv:

Beispiele:

a) Die RelationLEQ= { (m,n) € Z? | m< n} ist reflexiv:
(mm) eLEQ & m<m & 1.

b) Die RelationLTH = { (m,n) € Z?| m< n} ist nicht reflexiv:
(mm)eLTH & m<m < 0.

c) Die RelationMod3:= { (m,n) € Z? | 3|(m—n)} ist reflexiv:
(mm) eMod3 < 3(m—m) < 30 & 1.

. Symmetrie. Eine RelationR heifldt symmetrischwenn mit jedem Paafx,y)
auch das inverse Pagf, x) vorkommt:

|(xy)€ER & (y9€ER| « | R=R1]

Sie heildtantisymmetrischwenn aul3er evtl. identischen Paaren keine inversen
Paare vorkommen:

[ eRA B ER = x=y] = [RARTC i)

Die Matrix einer symmetrischen Relation ist spiegelbddlzur Hauptdiagona-
len: MatR) = Mat(R™1) = Mat(R)" (siehe 7.5). Bei einer antisymmetrischen
Relation stehen an zueinander spiegelbildlichen Bgen auRerhalb der Haupt-
diagonale nie gleichzeitig 1-Werte.
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symm.: antisymm.:

Im Graphen einer symmetrischen Relation gibt es zu jedeteK@richt Schlin-
ge) auch die entgegengesetzt gerichtete Kante. Deshamfaarhen wir diese
beiden jeweils zu einer einzigemgerichteten Kante

T -1

Analog gibt es im Graphen einer antisymmetrischen Reldtichstens eine
Kante zwischen jedem"Paar verschiedener Knoten. Deshadbdge Kanten-
richtungen hier wichtigUber Schlingen ist nichts gesagt.

Beispiele:
a) Die RelationR:= { (m,n) € Z? | 2jmn} ist symmetrisch:
(mn eR < 2mn < 2nm < (n,m) €R.

Hier liefert das Kommutativgesetz der Multiplikation dietecheidendéqui-
valenz in der Mitte.

b) Die RelationLEQ ist antisymmetrisch:
(mn) eLEQA (n,m eLEQ & m<nANn<m = m=n.

Anmerkungim letzten Schritt gilt ir m n € Z auch die Rickrichtung, sie
wird aber nicht bedatigt.

c) Die RelationMod3ist symmetrisch:

(m,n) € Mod3
< 3|(m—n)
& dkeZ:m—n = 3k
< IKeZ:n—m = 3(—k)

< 3[(n—m)

< (n,m) € Mod3.
ZB.istfur (mn)=(17,2): 17-2=15=3.5 = 2-17=-15=
3-(-5).
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3. Transitivit at. Eine RelatiorR heif3ttransitiv, wenn gilt:

| (xY)ERA (2 €R = (x2 €R| & [RoRC R].

Intuitiv: Rwird durch Verkettung mit sich selbst nicht verlassen.

Transitivitat ist in der Mengenschreibweise oder Matrix nicht direkisehen.
Sie ist eine nichttriviale Eigenschaft, die am besten dir@dikatenlogik zu
untersuchen ist.

Im Graphen einer transitiven Relation gibt es zu je zwei iaafeder folgenden
Kanten (blau, auch Schlingen) die entsprechemdikirzung” (rot):

>IN X

Daraus folgt: alle Wege beliebigeahge habepAbkirzungen* durch direkte
Kanten.RoR ist im allgemeinen weder Teilmenge noch ObermengeR;ame
in diesem Beispiel:

Ebenso ist daran zu erkennen, dass im allgemeiRenRo R auch nicht tran-
sitiv ist (es fehlt die Kante zwischen den unteren beident&mp

Ein Computer kann diese Eigenschaft feststellen, indenieekMdtrix Mat(R)
prift. Nach Definition musgkomponentenweisgelten:
RoR C R & (Mat(R)-Mat(R) = Mat(R)) .
d.h. es entstehen bei der Multiplikati&aine neuen 1-Werte
Beispiele:
a) Die RelatiorLEQ st transitiv:
(mn) € LEQ A (n,k) € LEQ
< m<nAn<k
< 0<n-mAO0O<k—n
= 0<(n—m)+(k—n) = k—m
< m<Kk
< (mKk) € LEQ.

Ungleichungen addieren
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b) Die Relation FRAC:= {(2,5) € Q% |ad=bc} ist transitiv:
(8,¢) e FRACA (§,¢) € FRAC
< ad=Dbc A cf=de
& g=g§ng=f

a__ e
= b7
< af =be

Im zweiten Schritt wurdeb, d, f £ 0 (Nenner der Biche) ausgenutzt.
c) Die RelationMod3ist transitiv, da
(k,m) € Mod3 A (m,n) € Mod3
< 3|(k—m) A 3|(m—n)
< dpeZ:k—m=3pAIQEZ: m—n=3q
= 3p,qeZ: [k—n = (k—m)+(m—n) = 3(p+0)]
< 3|(k—n)
< (k,n) € Mod3.

Z.B.ist fur (k,m) = (17,2), (mn) = (2,11): k—n=11-17=-6=
(—-2)-3.

7.10Aquivalenzrelationen

Einereflexive, symmetrische und transitRelation R C G2 heilt eineAquivalenz-
relation (AR). Sie hat zwei besondere Eigenschaften:

e sie teilt die Grundmeng@ in disjunkte Teilmengen;@uf, d.h.
GNGj=o furallei#j,
¢ alle Elemente eingB; steherpaarweise miteinanden Relation und mikeinen
Elementen aulRerhalb;G
G x G C R furallei
RN(GixGj) = @ furallei#j.

Die G; heiBenAquivalenzklassenvon G unterR. Im Graphen deAquivalenzrela-
tion zeigen sich diese Klassen als sepakadeponenteninnerhalb dereglle der
moglichen Kanten und Schlingen vorkommen:
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Anmerkungdiese, Inseln” kdnnen auch klein sein, im Extremfall nur 1 Knoten.
Die Matrix einerAquivalenzrelationkannin die Gestaltvoller 1-Blockegebracht
werden, die jeweils genau eine@& entsprechen:

(1] 0
1

Mat(AR) =

0

Beispiele:
1. G= {Schiler einer Schul¢ und
R := {(x,y) € G? | x hat Unterricht zusammen myt} .
Rist eineAR (warum?) und teilt die SdHer auf in disjunkteSchulklassen

2. FRAC st eineAR (reflexiv? symmetrisch?) und teilt auf in unendlich viele
Klassen verschiedenBruchwerte(ausgekirzte Biiche).

3. Mod3ist auch einéAR, wir haben alle drei Eigenschaften gezeigt. Wie sehen

die Klassen aus? Wirdnnen sie finden, indem wir sukzessive ElementeZaus
hernehmen, die in keiner bekannten Klasse liegen, und ilaesk bestimmen.
Zu Anfang ist keine Klasse bekannt, wir haben freie Auswald nehmen etwa
0 e Z . Zu 0 stehen alle Zahlen in Relation, die durch 3 teilbar:sind

Ko := {ke Z]| (k,0) € Mod3}
= {keZ|3|(k-0)}
= {keZ|kmod3=0}.
Als nachstes nehmen wir eine Zahl A\ Ko , z.B. 1. Ihre Klasse ist
K1 :={keZ]| (k1) € Mod3}
={keZ|3|(k—=1)}
={keZ|kmod3=1}.
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Als nachstes nehmen wir eine Zahl I8\ (KoUKj) , z.B. 2. Ihre Klasse ist

Ky := {keZ]| (k,2) € Mod3}
= {keZ|3|(k-2)}
= {keZ|kmod 3=2}.

JetztistZ \ (KoUK1UK2) = @ und wir haben alle Klassen gefunden:

Ki = {keZ|kmod 3=i}.

-6 -3 0 3 6
Ko: -————0—0—0— — —
-5 -2 1 4 7
Ky: -————0—0—0— — -
-4 -1 2 5 8
Ka: -————e—0o—0—0— — -

Die Werte i = 0,1,2 sind genau die Bglichen Reste bei Division durch 3,
deshalb heiRen di; in diesem speziellen Fall audtestklasserDie Relation
Mod3 verallgemeinert sich auf offensichtliche Weise auf bégetMod n fur

n € N. Sie hei3Kongruenzrelation mit Modul n.

Eine Aquivalenzrelation ist eineerallgemeinerte =-Beziehung die Elemente je-
der Klasse werdejpgleich* durch die Bewertung durch das Relatiorégpkat. Evtl.
vorhandene weitere Eigenschaften, in denen sie sich ghtden, werden bewusst
ignoriert.

7.11 Ordnungsrelationen

Eine reflexive, antisymmetrische und transitiRelation aufG? heilt eineOrd-
nungsrelation. Sie hat zwei besondere Eigenschaften:

e sie teilt die Grundmeng@ in (meist nicht disjunkteKetten auf,

¢ alle Elemente einer solchen Kette sipgarweise miteinander vergleichbar

Um das zu sehen, stellen wir den Graphen einer Ordnungsrelagreinfacht dar als
Hasse-Diagrammt®:

19Helmut Hasse, 1898-1979, deutscher Mathematiker
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a b a b
b, c d m, c d
e f e f
/i)
b f b f
d iv) d
—
Hasse-Diagramm c C
a e a e

Algorithmus, der aus dem Graphen das Hasse-Diagramm macht:

i) l6sche alle Schlingen (sie werden von der Refleahiinpliziert)

ii) l6sche alle Kanten, digAbkirzungen* fir langere Wege sind (sie werden von
der Transitivitit impliziert)

i) falls (a,b) € R, zeichne Knotem (schiag) unterhalb von Knoteb,

iv) [6sche alle Pfeilspitzen.

Danach dirfen nur noch ungerichtete Kanten zwischéachbarknoten @ tbrig
sein, d.h.

(a,b)eRA —3Jc: ((a,c) eRA (c,b) eR).

Anschaulich: es gibt im Diagramm kein&mwege" vona zu b mehr, die nur von
unten nach oben verlaufen.

— Das Hasse-Diagramm ist sozusagen ¢&kelett* des Graphen, aus dem er durch die Eigen-
schaften der Ordnungsrelation wieder rekonstruiert weriann.

Beispiele:

1. UnterLEQist die Meng€Z eine einzige Kette, da alle ganzen Zahlen vergleich-
bar sind (Bild links).
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LEQ SKAT I
1e 4B . Trimpfe
7
1 -/I\
A A A
—le 1 1 1
8 I 8 I 8 I Fehlfarben
-2
¢ 70 7@ 7

2. Beim Skat bestehtG := { alle Spielkartery aus einer Trumpffarbe und drei
Fehlfarben. Die Relation

SKAT:= {(x,y) € G? |y stichtx}

schafft eine Ordnung a@ mit 3 Ketten (Bild rechts). Verschiedene Fehlfarben
sind unvergleichbar, hier muss eine andere Regel die Egithahg treffen—
Reihenfolge der Ablage.

3. Fur G = {ich, du} fuhrt die RelationBOOL:= { (A B) € #(G)?| ACB} zu
2 Ketten:

BOOL {ich, du}
%) {du}
o)

Anmerkungim allgemeinen sind €€|! Ketten.

Die Matrix einer Ordnungsrelatiokannso geschrieben werden, dass alle vorkom-
menden 1-Werteuf und oberhalb der Hauptdiagonalestehen. Linkes Bild: im
allgemeinen, rechtes Bild: BeispiBODOL

T 1%}
Mat(BOOL) = ! 3 ?(;::}}
T {ich, du}
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Eine Ordnungsrelation ist ein@rallgemeinerte <“-Beziehung die Elemente jeder
Kette sind aufsteigend geordnet. Zwei Elemente, die nichginer gemeinsamen
Kette liegen, sind jedochnvergleichbar

7.12 Aufgabe(Ubungen zu Struktureigenschaften von Relationen.)

7.13 Abbildungseigenschaften biarer Relationen

Es seiim WeitererRC Ax B, die Paare haben i.a. verschiedenartige Komponenten.
Wir betrachten jetzt, mitvievielenElementen vorB die Elemente vor\ in Relation linkstotal nicht linkstotal

stehen. Wir setzen

In der Matrix einer linkstotalen Relation edlhjedeZeile mindestensine Eins:

domR = {acA|3(a,b)ec R} CA DomainvonR
codR := {beB|3J(ab)ecR}CB CodomainvonR. 1100 1110
) o ) ) ) ) . Mat(Ampel) = | 0 1 0 1 MatR) = | 0 1 0 1
Die Pomam ist @epmge Tellmgngg vqm die aI'Ie Relatlonspartner der Ilpken Seite 0010 0000
enthalt. Analog ist die Codomain diejenige Teilmenge \Ryrdie alle Relationspart-
ner der rechten Seite et 2. Analog heiRR rechtstotal, wenn jedes Element voB mit mindestenginem
— Alle Elemente auBerhalb vatomR odercodR sind an der Relation sozusagen nicht beteiligt. vonAin Relation steht:
R ° VbeB:JacA: (ab)eR| < [codR = B].
°
Ampel =~ = R
domR
— |
I
codR L
I
L P A B
I
A B ol
|
I
Wir sehen per Definition der inversen Relation sofort: , @ @
domR ™! = codR und coR ! = domR. rechtstotal nicht rechtstotal
1. Eine RelatiorR heitlinkstotal, wenn jedesA-Element mitmindestenginem Die Matrix einer rechtstotalen Relation eattjedeSpalte mindesteresne Eins:
B-Element in Relation steht: 1100 110
VacA: JbeB: (ab)eR| « [domR = A]J. Mat(Ampel) = | 0 1 0 1 Mat(R) = [ 0 1 1
0010 001

3. Eine RelatiorR heif3tlinkseindeutig, wenn jede®8-Element mithochstensi-
nemA-Element in Relation steht:

[(ab)eRA (@b)eR = a=4|.
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Ampel R N

B

nicht linkseindeutig linkseindeutig

In der Matrix einer linkseindeutigen Relation ealtjedeSpalte lbchstengine
Eins:

1/1{0 0 1000
Mat(Ampel) = | 0|1/0 1 MatR)y = 0 1 0 1
0|01 O 00O00O

— Linkseindeutigkeit wird rechts (in B) festgestellt, wiskth aber links (in A) aus.

4. Analog heil3iR rechtseindeutig wenn jedesA-Element mithdchstenseinem
B-Element in Relation steht:

[ (ab)eRA (ab)eR = b=b'|.

Ampel

nicht rechtseindeutig rechtseindeutig

In der Matrix einer rechtseindeutigen Relation éttfedeZeile bchstengine
Eins:

Mat(Ampel) =

ool
o|r|
R OO

0 1000
1 Mat(R)= [ 0 0 0 1
0 0000

5. Die beiden Links- bzw. Rechtseigenschaften sindRoéivertauscht.
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Totalitat betrachtet, obifr alle Elemente irA (links) bzw. inB (rechts)mindestens
ein R-Partner existiert

Eindeutigkeitbetrachtet, ob esif alle Elemente imA (links) bzw. in B (rechts)
hochstens einen R-Partner gibt

Ist beides eiillt, gibt es 1r alle Elementgenau einen R-Partner

7.14 Funktionen

1. EineAbbildung oderFunktion f:A— B ist eine Relation
F={(xy)eAxBly="1f()},

die linkstotalundrechtseindeutigst. Dadurch wird jedem z&ksigen Input ge-
nau ein Output zugeordnet. wird zumeist durch eine Abbildungsvorschrift
(Formel oder Algorithmus) angegeben.

— Das muss aber nicht so sein. Entscheidend ist diélErig des Pédikats y= f(x) , egal

wie f angegeben wird.

ir/' ./°
=

~

Funktion nicht Ilnkstotal nicht rechtseindeutig

Beispiel: F:={ (p,m) € {alle Paket¢ x {alle Menscheh| m= Empfange(p) }

linkstotal: jedes Paket hat einen Engpiger
rechtseindeutigkein Paket kann zwei oder mehr Erapfjer habet?.

Wir stellen uns eine Funktion so vor, dass an jedefElement genau ein Pfeil
befestigt ist, der auf irgende-Element weist. Diese Definition bedeutet die
saubere mathematische Fundierung des Beghiftsildungdurch die Padika-
tenlogik.

2. Die Rechtseindeutigkeit eiglicht folgende Begriffe:
ist y= f(x), so heiBty dasBild vonx undx einUrbild vony.

20wir sehen dabei von Sammelanschriften yiamilie Schmidt‘ 0.a. ab
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Folgende Mengen werden im Kontext von Funktionen durchreigéamen neu
benannt:

Df := domF = A  Definitionsmengevon f
W; =B Wertemengevon f
f(Ds) := codF Bildmengevon f .

— domF = A folgt aus der Linkstotalit einer Funktion.

Im Paket-BeispielD+ ist die Menge aller Paketé/; die Menge aller Menschen,
f(Dt) C W; die Menge aller Emgginger darunter.

. Eine Funktionf hei3tsurjektiv, wenn ihre Relatiofr rechtstotalist, also
codF = B < | f(Df) = W; | gilt.

f

f surjektiv: o

f W = f(Dy)

Anschaulich:f ,,uberdeckt’ die gesamte Wertemenge.
Beispiel:
F :={(s,z) € {alle Studierendepx {alle Semesterzahlémz= Fachsemest¢s) }

linkstotal: alle Studierenden haben eine Semesterzahl
rechtseindeutigkein/e Studierende/r hat zwei oder mehr Semesterzahlen
rechtstotal: alle Semesterzahlen (1-6) kommen vor.

. Eine Funktionf hei3tinjektiv , wenn ihre Relatiorfr linkseindeutigst, also
xy)eF A (X,y)€EF = x=X

sy=fX) Ay=fKX) = x=%

= ‘ fx)=f(X) = x=x ’ als einzige bBsung.

f injektiv:
f
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Anschaulich:f ,streut* die Bilder: verschiedene Urbilder haben versobined
Bilder.

Beispiel: F:={(a,s) € {alle Anwesendehx {alle Sitzphtze} | s= Stuhla) }
linkstotal: alle Anwesenden sitzen auf einem Platz

rechtseindeutigkeine zwei oder mehr Anwesenden sitzen auf demselben Platz

linkseindeutig: kein/e Anwesende/r sitzt auf zwei oder mehitden.

Beispiel Ur eine RechnungF := { (x,y) € R? |y =3x— 6= f(x)}.
Prifung der Injektivitt:
fx)=f(X) = 3x—6=3X—-6 |+6
& 3x = 3 -3
< x=xX  alseinzige bsung — injektiv.
Der Zusatzals einzige bsungist wichtig, dennx = x' ist immer eine bsung

der Gleichungf (x) = f(X) . Es darfkeine andergeben, damit die geimschte
Eindeutigkeit folgt.

Beispiel einer nicht-injektiven Funktionf (x) = x° :
f(x)=f(X) = x2 = x? | —x?
e x-xX?=0 3. binomische Formel
s x—X)(x+X) =0
& x=XVx=-X.

Die zweite Losungx = —x’ verhindert die Injektviit.

. IstF injektiv und surjektiv, heif3tf bijektiv. Das bedeutet:

f surjektiv < F rechtstotal & F~! linkstotal

-1 Nl
f injektiv < F linkseindeutig & F~1 rechtseindeutig} = F~~ Funktion!

Wir nennenF —1 die Umkehrfunktion f ~1:W; — D¢ von f (lies:, f invers®):

F—l — {(y7x)€Wf x D ‘y: f(X)}
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Beispiel: F:={ (e, p) € {alle Eintrittskarten x {alle Phtze | p= Aufschrift(e) }

linkstotal: jedes Ticket gebrt zu einem Platz
rechtseindeutigkein Ticket kann zu zwei oder mehrad®ten gebiren
rechtstotal: zu allen Patzen gebrt eine Karte

linkseindeutig: zu keinem Platz geirt mehr als eine Karte.

Karten und Fitze entsprechen einanded. Von der Karte kann man immer

eindeutig auf den zugéhigen Platz schlie3en (das passiert bei jedem Einlass)

und umgekehrt.

Diese Beziehung bedeutet eine allgemeine Antwort auf digésrwann wir ei-

ne Gleichungy = f(x) nachx aufldsen lonnen: genau dann, wenn die durch

das Padikat y = f(x) definierte RelatiorF alle vier Eigenschaftefinksto-
tal, rechtstotal, linkseindeutig, rechtseindeutigsitzt. Die Umkehrung ist dann
gegeben durch die inverse Relatien?.

f~1istimmer eindeutig oder existiert nicht1 hat folgende Eigenschaften:

fx) =y & x=fXy
FloF = Ip, & wxeDs: f1(f(x)=x
FoF =1y & WeW: f(fiy)=y.

Die erste Eigenschaft folgt aus der Tatsache, #asszum einen die Funkti-

onsdarstellungx = f~1(y) hat, zum anderen aber per Definition 7.5 dasselbe

Pradikat wieF selbst: f(x) =y . Diese beiden iirssen demnadiuivalent sein!
Beispielfiir eine Umformung vorf nachf—1:

f(x) =y =3x—6 |+6
& y+6 =3 |
& dyt2=x=fly).

Achtung: Es muss nicht immer einBormel (Funktionsterm) iir f~1 geben!
Beispiele:

f:R—R, f(x)=x+x oder f(x)=x+5%.

Diese beiden Funktionen sind bijektiv, also prinzipiefiadgutig umkehrbar. Es
gibt aber keine expliziten Formeliiifdie Umkehrfunktionen.

7.15 Aufgabe(Ubungen zu Abbildungseigenschaften von Relationen.)
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8 Elemente der Analysis

8.0 Aufgabe(VorbereitenddJbungen zu reellen Funktionen.)
8.1 Grundbegriffe

1. EinIntervall ist einezusammerdmgendeTeilmenge reeller Zahlen, z.B.

[a,b] ;== {xeR|a<x<b} firzweiGrenzena,beR
lab[ := {xeR|a<x<b}
[a,0] == {xeR|a<x}

|—o.b[ := {xeR|x<b}

Zwei Regeln bestimmen die Syntax (vergl. obige Definitignen

e Klammer nach innefgeschlossenfcrenze getirt zur Menge
Klammer nach auefoffen) Grenze gebrt nicht zur Menge

e linke Grenze= —oo: keine Begrenzung nach links, Klammer off¢nwo
rechte Grenze- «: keine Begrenzung nach rechts, Klammer oﬁ‘efl:

Es gibt vier spezielle Intervalle, die oft bi&igt werden:
R* :=]0,00 Ry = [0,%]
R™ = |-,0] Ry = ]—,0].

2. Einereelle Funktion ist eine Abbildung

f:Df —W, wobei Di,W; CR.

Damit sind zusammes@mgende Teilmengen vdhgemeint oder solche mit we-
nigen Ausnahmen, z.B. Intervalle oder deren VereinigurighfNgemeint sind
Lverstreute" Teilmengen wie etwd, Z oderQ.

Die grundlegendsten reellen Funktionen sind Potenzen alysth®me, Exponentiale
und Logarithmen, Winkelfunktionen und deren Inverse.

Potenzfunktionen

8.2 Problemstellungen
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F({)=-C-¢
] ) ] (C konstant)
1. Wie hangt die RickstellkraftF einer Fe-
der mit ihrer Auslenkungd aus der Ruhe-  F (/) Ruhelage
lage zusammen?
Auslenkungl
Os
ls

Streckes 2 s> Zeitt 2. Wie nimmt die zuiickgelegte

Streckes eines frei fallenden

Korpers mit der Zeit zu?
3s |s(t) =30t

(g = Erdbeschleunigung)

3. Wie hangen Frequenf und WelleningeA einer Schwingung zusammen?

2. Period . ) .
A = Zeitdauer einer Periode
f = Anzahl Perioden pro Zeiteinheit
t
T e
f=22 fN =%
1. Period Perioden'  (C konstant)
Erde Satellit

4. Wie nimmt die Erdanziehung mit
wachsender Entfernund vom Erd-
mittelpunkt ab? _c

(C konstant)
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Hoheh Austrittsgeschwindigkeit

der : - |V(h)=/2gh

Wasser- : 5. Wie nimmt die Austritts-
R (g=Erd- - .

sule - geschwindigkeit von Wasser
: b'eschleu- aus einem Rohr zu mit der

nigung) Hohe der Druckaule?
— Wasser

Seitenénges

1
6. Wie lang muss ein Draht sein, : VolumenV = &°
aus dem Sie die Kanten eines ! Kantenhnge
Wirfels mit bekanntem \Volu- s ,,'_____ | __ oV = 1208
menV formen? L S
s

8.3 Potenzfunktion

Sei n € N. Die Funktion

fR-R, f(X) = x-X-...-.x = X"
——
nmal

heiRtPotenzfunktion. x heif3t dieBasisvon f undn derExponent

— Diese Funktion entsteht als Almizung fir mehrfache Multiplikation derselben Zahl, so wie die
Multiplikation selbst eine Ahikzung fir mehrfache Addition derselben Zahl ist. Wir wollen diese
Definition auf andere als natliche Exponenten erweitern.

8.4 Rechengesetze der Potenzfunktionen

1. Gleiche Basen:

XX = (XoooX) - (Xe o X) = XeLLox = X
N——

mmal n mal m+n mal

2. Gleiche Exponenten:

XTyt = (X X) (YY) = XYeLoxy = (xy)".
—_—— — ~——
nmal nmal nmal
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. Spezielle Wertellr allen:

0"=0-....0=0 "=1.-....1=1.
nmal nmal

. Dies alles gilt nuriir nafirliche Exponentern(> 1). Was ist® ?
X0 = X0 = ¥ = x |:x furx#£0
exX =1.
— Die Ausnahme » 0 missen wir machen, weil wir sonst nicht durch x teilémiken. Sie
ist aber auch deshalb wichtig, um einen Widerspruct02u= 0 zu vermeiden.

Der Ausdruck 8 stellt einen Konfliktfall zwischen zwei Regeln dar und issde

halb im allgemeinen nicht definiert.
. Negative Exponenten:

—n N

1
K =x"MN =0 =1 & x"= = firx#£0.

X v
— Die Ausnahme % 0 kommt durch die Verwendung vohhinein.
. Differenzen im Exponenten:
1 X"
_ NN _ m - _ i
X =X"X =X = furx#0.
— Die Ausnahme ¥ 0 kommt durch die Verwendung von™hinein.

. Verkettung von Potenzfunktionen:

nmal

(XM = XM = MM mn
nmal
. Rationale Exponenten: was it (n# 0) ? Wir wissen:
Xn = xn™m = (xn)™,
wir milssen also nur &ren, wasxs ist.
Idee:setzexn in f(x) =x" ein:
f(xn) = (x0)" = xn = x furallex.
Das ist die Bedingungif die Umkehrfunktion vorf !
o xn o= fix).

Fur welche x und n existiert - denn, d.h. wann ist f bijektiW®/ir untersuchen
das als achstes, brauchen dmfaber vorher noch weitere Hilfsmittel.
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8.5 Definition.

1. Eine reelle Funktiorf heil3t

I

j—,
—~

X
=
~—

gerade (& VxeDf: (—xe Dt A f(—X)
ungerade (& VxeDj: (—xeDs A f(—=X)=—1(X)).

— Zur Anschauung dieser Eigenschaften siehe Beispiele in 8.6
2. Seil C D; ein beliebiges Intervall. Eine reelle Funktidrheif3t

monoton steigend (& Vx,.X €1: (x<X — f(x) < f(X))
streng monoton steigend < Vx,X €1: (x<X — f(x) < f(X)).

Analog heiR’tf (streng) monoton fallend wenn ausx < x' folgt:
f(x) > f(X) bzw. f(x) > f(X).
— Die Einschénkung auf Intervalle | ist wichtig, weil Monotonie nur awfsammenhangenden
Mengen definiert ist! Wir drfen keine Werte vergleichen, zwischen denen Definiticksh
existieren.

8.6 Beispiel.

f(x)=1

1. f:R—R, f(x) =1 ist gera-
de, monoton steigend und fallend:
f(—x) =1= f(x) furalle xeR.

2. f:R—]0,1], f(x) 1 ist gerade, aber nicht monoton:

T
1 1 .
f(—x) = 15 (02~ 140 f(x) furallexeR,
aber f(—1) = f(1) =3, f(0)=1.
1
1
-2
-1
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— Der Graph einer geraden Funktion ist geometrisch symnehrimir yAchse 8.7 Umkehrfunktion der Potenzfunktion

) Wir nennen die Umkehrfunktion der Potenzfunktidiix) = x" dien. Wurzel
3. f:R—R, f(x) =2x ist ungerade
und streng monoton steigend: f—l(x) = _-y)‘( — xn |
f(x) =2x o . . :
f(=x) = 2(—x) = —(2x) = —f(X) Sie ist wieder eine Potenzfunktion. Wir betrachtenzmhst nurn € N .
und 1. Esqilt:
x<X & 2x<2X = f(x) < f(X). VI PPN X" = f(x) farngerade
F(=0 = 1107 = (=1 = —x" = —f(x) furnungerade,
1 1 d.h. f istentweder gerade oder ungerade. Vidinkken uns daher in beidealfen
4. f:R\{0} =R, f(x) = > (x+ ;) ist ungerade, aber nicht monoton: beschanken aufRy.
1 1 1 1 o . _ ;2 ,
f(—x) = > —X+— ] = -5 x+= ] = —f(x), 2. Untersuchung der Injektivat aufRy, z.z.: x£AX = f(x) # f(X).
—X X
Sei x# X . Da beide austauschbar sindrken wir auchx < X' annehmen.
aber f(3)=1(2)=3, f(1)=1. Wir sehen:
f)—f(x) =x"=x" o - >0 >0
N~ —~ =
= (x=X) (X" 14X X2
——
1 <0 >0
f(x)_é(x+—> <0
5 = f(x) < f(x),
4
1 d.h. f ist streng monoton steigend und damit injektiv mgf

— Diese Produktdarstellung von™x x™ zeigen Sie in Aufgabe 8.8.

— Den Zusammenhang von Monotonie und Injekiiveigen Sie in Aufgabe 8.0.

3. Untersuchung der Surjektiit aufR{, z.z.: fR{) =R].

a)n=1.

Dannist f(x) = x* die Identitt, also per Definition surjektiv.
b) n>2 x>1.

Aus der Monotonie K x = 11 <x"1 schlieRen wir:

f(x) = X" = x"1.x > 1"x = x,

— Der Graph einer ungeraden Funktion ist geometrisch symiswtrzumJrsprung d.h. f(x) > x. f wachst mindestens so schnell wiselbst und nimmt des-
— Beachten Sie, dass die Widerlegung der Monotonie nur autieihderselben Seite der halb alle Werte irf1,c0[ an:

-Achse erfolgtUber die Definitiondlicke 0 hinweg ist die Monotonie nicht definiert.
Y 9 9 = f([10]) = [1,00].
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) n>20<x<1.
Aus der Monotoniex< 1 = x™1<1"1 schlieRen wir:

0=f0) < f(x) =x"=x"L.x<1"l.x=x,
d.h. 0< f(x) < x. f fallt mindestens so schnell wieselbst und nimmt
deshalb alle Werte if0,1] an:
= f([0,1]) = [0,1].
— Hier ist ein Zeitverlauf in Linksrichtung gemeint, von 1 Bur

Beide Teile zusammen setzen:
f(Rg) = f([0,1]U[L,0]) = f([0,1])Uf([L,0[) = [0,1]U[L, 0= Rg.

4. Untersuchung der Bijektivit aufR.
Mit Hilfe der (Un-)Geradheit schliel3en wir al¥f~ :

a) f ungerade undk < 0.

>0
fx) = —f(CX) <0 = fR) =R .
>0

Beide Halften zusammen setzen:
f(R) = f(RgUR*) = f(Rg)uf(]R*) = RguR* =R,

d.h. f ist surjektiv auf gan®R .

Bei Spiegelung des Graphen vérbleibt die Injektiviéat erhalten, d.hf ist
auf ganzR injektiv. — Diesen Zusammenhang zeigen Sie in Aufgabe 8.0.
Ergebnis: f:R — R ist bijektiv.

b) f gerade undx< 0.
Dann kannf wegen f(x) = f(—x) nicht injektiv sein. Weiter istf(R™) =
f(RT) = fistsurjektiv nur aufk}.
Ergebnis: f : R — R{ ist nicht bijektiv, kann nur durch Einscimkung auf
Dt =R} bijektiv gemacht werden.
— Das ist eineKonvention Ry ware auch naglich.

5. Folgerung fir f=1(x) = yx (n>1).
Die Umkehrung eralt die Monotonie, daher ist~1 stets streng monoton stei-
gend.— Das zeigen Sie in Aufgabe 8.0.
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a) nungerade.
f~1:R — R ist ungerade, weil die Umkehrung die Ungeradheitdrh

— Letzteres zeigen Sie in Aufgabe 8.0.

b) ngerade.
f~1:R{ — R ist weder gerade noch ungerade, vigil fehlt.

. Folgerung fir f(x) =x" fur n<—1.

Sei m:=—n>1.Wie schon in 8.4.5 gesehen, bilden wir eigentlich den Kehr
wert einer Potenzfunktion mit positivem Exponenten:

1

X_m .

fix) = x" =

Wir bekommen die Definitiongtke x # 0 .
Die (Un-)Geradheit bleibt dabei erhalten:

1 1 1
=)= 5m = Come ~ V5w {_

Der Kehrwert dreht aber die Monotonie um:

x<X = X"<x™ = f(x):x”:i>i:x’“:f(x’).

f(x) furmgerade,
f(x) furmungerade.

Wir folgern daraus direkt:

a) nungerade.
f:R\ {0} — R\ {0}, f istungerade und streng monoton fallend.

b) ngerade.
f:R\ {0} - R*", f istgerade und ad®~ streng monoton steigend, aRf"
streng monoton fallend. Wird durch Einsénkung aufR* bijektiv.

In beiden Rllen erfalt die Umkehrung diese Eigenschaften und sie gelten ge-
nauso @ir f=1(x) = yx.

7. Zusammenfassung der Ergebnisse.

n € N ungerade n e N gerade

D¢ — f(Dy) mon.| D¢ — f(Ds) mon. (un-)gerade
X' |[R—=R /' |R—-R{ R, \,Rj / gerade
x "R\ {0} =R\ {0} \, |R\{0}—R"t R~ 7 RT\, gerade
xi |[R—R /IR —RE / weder noch
xn |R\{0} >R\ {0} \, |R*—R*t \, weder noch

immer ungerade, bijektiy nur eingesclankt bijektiv
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8.8 Aufgabe(Ubungen zu Potenzfunktionen.) Rationale Funktionen

) 8.10 Weitere Problemstellungen
8.9 Erganzungen zu Potenzfunktionen

) . ) 1. Welchen Verlauf hat in der Ebene diérkeste Verbindung zwischen zwei Punk-
1. Wir haben f(x) =X definiert ir r € Q. Man kannf auch fir r e R sinnvoll tenAundB ?

definieren. Die Umkehrfunktion bleibf ~1(x) = X7

. Die Graphen vor' hei3en

Parabeln far r > 1,

Identit at far r=1,
Wurzelfunktionen fur r € ]—1,1[\{0},
Konstante fur r =0,
Hyperbeln far r < -1.

. Das Gesetzax)" = a"x" bedeutet

| flax) = f(a) f(x)|

und stellt eine wichtigd=unktionalgleichung fiir Potenzfunktionen dar. Der
Faktor f(a) ist konstant und &ngt nur vom Faktoa im Argument und vonf
selbst ab. Es kommt insbesondere nicht auf die absoliB&ronx an!

Beispiele:nochmals die Probleme 8.2.

1. Die Rickstellkraft einer Feder igtroportionalzur Auslenkung,
F(al) =aF(¢).

2. Ein Korper #llt quadratischschnell, d.h. ina-facher Zeita?>-mal so tief:
s(at) = a?s(t). Z.B. in doppelter Zeit 4-mal so tief.

3. Frequenz und Welleahge einer Schwingung sindngekehrt proportional
zueinander:f(a) = 1 f(A).

4. Die Erdanziehung nimmt mit der Entfernung vom Erdmittielit quadra-
tisch ab F(ad) = % F(d).

5. Die Austrittsgeschwindigkeit von Wasser nimmt mit deridél der Was-
sersulenfdhe zu: v(ah) = \/av(h).

6. Der Draht @ir die Kanten eines WWfels mit VolumerV hat die LangeL (V) =
12V, nimmt also recht langsam zu:(aV) = ¥aL(V). Erst bei 8-fachem
Volumen brauchen Sie doppelt soviel Draht.
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Antwort: eine gerade Strecke, Teil- /g(:):/ax+b
graph einer Geradeg(x) = ax+b. /0/

2. Welche Form kann der Spannbogen eingrdRe haben, damit er stabil ist?

Antwort: ein Parabelbo-
gen fx) =ax+bx+c

Mungstener Wupperiicke,
gebaut 1897

Yy )

3. Wie muss ein Re-

flektor gebogen sein, /
a
\Z
AN

um Licht parallel [

\/

[

zu machen oder
auf einen Punkt zu

; N
biindeln? \
\

Y

Antwort:  ebenfalls
ein Parabelbogen.

Lichtquelle
im Brennpunkt

4. Welcher Kurve folgt eine Achterbahn?
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Antwort: in
Teilstiicken je-

. _ Melbourne,
weils kubischen Australien
Parabeln gx) = ‘
a+bx+cx+d.

5. Wie kann man die Quadratwurzel uri= 1 herum ndglichst genau ausrechnen,
wenn man nur addieren und multiplizieren darf?

Antwort: mit dieser Funktion (siehe Bilder auf Folgeseiten):

1 1, 1 5
VXFL & 14 ox— o +§x3—@x4.

8.11 Polynome
Eine Funktionp: R — R der Form
p(X) = anX"+an_1X" 14 ... +aix+ay mita eR, a,£0

heil3t einPolynom. Die hbchste auftretende Potenzheildt derGrad von p, kurz
deg p (von engl.degreg. Konstante Funktionerp(x) = ag haben Grad 0.
— Polynome sind die allgemeinsten Funktionen, wenn man rdieecund multipliziert.

8.12 Auswertung von Polynomen
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Annaherung der Wurzelfunktion durch Potenzen
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Algorithmus HORNER ( p, x0)
Input: Polynomp(x) = anx"+...+ag und xp € R
Output:  Funktionswertp(Xp)

initialisiereresult:= a,
for i:=n—11to O step —1 do
result := result-Xg + &

return result

Die regeln@Rige Struktur der Polynome erlaubt eine einfache und aperé\uswer-
tung, ohne explizite Potenzen zu bilden:
anXFan X"t pan X" fax+ag
= (...((anX+an-1)X+an_2)X+...+ay)x+ap.
Dies erndglicht das sogHorner-Schem&?. Algorithmisch wird es durch den Pseu-

docodeHORNERbeschrieben.
Beispiel: Auswertung des folgenden Polynoms an der Stgjfle= 3:

2 — 33— 5%+ 2x+8 = (((2x—3)x—5)x+2)x+8

e direkt mit Potenzen (linke Seite):

2.3 - 3.3 - 53 4+ 2.3 +
= 162 — 81 — 45 + 6 +

e nach Horner (rechte Seite):
2.3-3):3-5):3+2)-3+8
((( ) ) )
= ((3:3-5):3+2)-3+8
N——

1.4 F

8
rot: /X 8 = 50.

1.2 |

n gran: | = (4-3+2)-3+8

1+3x—1x2 4 134 554 _

T X X"+ §X + 128 = 14-3+8
——

0.6 |

= 50.

In jedem Schritt wird die jeweils innerste Klammer ausgbkret, das Ergebnis er-
scheint fett in der achsten Zeile.

0.4

— Statt, groRBer* Zwischenergebnissérfdie Potenzen treten beim Horner-Schema eher moderate
Zahlen auf, die der Reihe nach zusammengefasst werden.

0.2

Als Ablaufschema notiert:

1.5 2 21william George Horner, britischer Mathematiker, 1786-183

R I I
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Die oben fett gedruckten Zwischenergebnisse erscheingerinontersten Zeile.
8.13 Eigenschaften von Polynomen

1. Polynomen sindbgeschlossennter Addition und Multiplikation:

| p,q Polynome = p+q und p-q Polynome|

— Warum ist die Subtraktion darin ebenfalls enthalten?
Beispiel: gx) =x3+2x—3x—4, q(X)=3%+6x—1, r(x)=—-3x%+x+5

P(X)+q(x) = (C+2x% —3x—4) + (3% +6x—1)
= X+ (24 3%+ (—3+6)x+ (—4—1)
= x>4+5x%+3x—5

= degp+q) = 3 = degp,
weil p den gblReren Grad von beiden hat.

(3%% 4+ 6x— 1) + (=3 4+ x+5)
(3—3)%°+ (6+1)x+(—1+5)
= > + 4

= degp+r) = 1 < degp,degr ,

P(X) +r(x)

da die ldchsten Potenzen sich gegenseitig aufheben. Die allgerReigel lau-
tet also:

‘ deg p+4q) < max(degp, degq) ‘ (max = der goRere von beiden.)

P9 q(x) = (C+2x¢ —3x—4)(3x+5x— 1)
= 3+ (5+6)x*+... (kleinere Potenzen)
= degp-q) = 5 = degp+degq.
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Dies gilt allgemein, weil sich nichts gegenseitig aufhekenn:

| degp-q) = degp-+degqq |.

— Darin spiegelt sich das Potenzgesetz 8.4.1 mit gleicheetBageder.

2. Steigungsverhalten.

a) Eine Geradgy(x) = ayx+ag steigt streng monoton, fallg; > 0 ist.
z.z.: x<X = g(x) <g(xX)

g(x) ~g(X) = (aax+ao) — (axX +a0) = & (X—X) <0
>0 <0
= g(x) < g(x)-
— Den Fall & < 0 untersuchen Sie in Aufgabe 8.16.
b) Eine Parabelp(x) = axX? +aix+ ap ist nie monoton, da sie bei

a; . . .
Xs = —2—1 einen Scheitelpunkt besitzt.

ap

Einige
~typische”
Parabeln:

-10

¢) Polynome ungeraden Grades streb@ngfrolRex-Werte (nacheo bzw. —o)

immer in verschiedene Richtungen gegen UnendBshispiel:

a a

p(x) = ax®+apd+ax+ag = X° (a3+;2+x—;+%’) .

Die Bruche fallen alle gegen Nullp wird bestimmt durch das Verhalten
von agxs, vgl. 8.7.1 Fall. kr az > 0 wird dieses Verhalten nicht beein-
flusst, tir a3 < 0 wird es umgekehrt. In jedem Fall strgbru beiden Seiten
in verschiedene Richtungen gegen Unendlich (siehe folgédubildung).
— Polynome geraden Grades untersuchen Sie in Aufgabe 8.16.
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agx® agx®
az>0 az3<0

3. Ein Polynom. Grades kann durdbeliebige n+ 1 Punkte bestimmt werdedie
nicht, Ubereinander” liegen (gleicheWerte haben).

a) Eine Konstantec(x) = ag (degc = 0) wird durch den einen We#g festge-
legt (x-Wert egal).

b) Eine Geradeg(x) = ay1x+ap (degg = 1) wird durch 2 verschiedene Punkte
(x1,¥1), (X2,Y2) festgelegt:

g(x) = a1x+ap

g(x1) =aix1+ap=y1
g(x) =axe+ag =Yy

Das ist ein LGS der folgenden Gestalt:

X1 1 a | _ <Y1

X2 1 ao Y2 )
Es ist immer eindeutigdlsbar, wenn die Determinante der Matrix nicht ver-
schwindet (vgl??):

!
det(Xl 1) =X—-X #0 = X1 #X2.
Xo 1
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Hier steht es explizit: die beiden Punktérten nichtibereinander liegen.
— Durch & und & ist die Vorschrift @ir g, sind also alle Punkte der ganzen Geraden,

festgelegt.
c) Eine Parabelp(x) = apx® + a;x+ag (degp = 2) wird durch 3 Punkte fest-
gelegt (Beispiel?.?27?):
f(0) = 15
f(2) = 15
f(3) =0

15m
= f(x) = —5x°+10x+15.

8.14 Nullstellen von Polynomen

Fur eine Funktionf heil3t einx-Wertexo mit f(xg) =0 eineNullstelle (Urbild der
Null).

Motivation dafir: oft wollen wir die Urbilderxg zu bekannten Bilderyy bestimmen:
f(Xo0) = Yo. Ein solcher Werky ist eine Nullstelle der Funktiomg(x) = f(X) — yo. ES
reicht deshalb in der Theorie aus, Nullstellen zu betrachte

f(x0) = Yo & 9(x) = 0.

1. Eine Funktionp zu konstruieren, die eine Menge vorgeschriebener Nubstel
{x1,..., %} hat, ist einfach. Wir erhalten ein Polynom:

pX) = alx—X1)-... (X=X

Der konstante Faktora € R ist frei wahlbar. Die Faktorerix —x;) heiRen
Linearfaktoren . Es gilt offensichtlich:

| degp = Anzahl Linearfaktoren|

Achtung:nicht Anzahl Nullstellepnauch wenn denn das auf den ersten Block
dasselbe scheint! Der Grund ist:

2. Linearfaktoren haben eindelfachheit, d.h. Haufigkeit ihres Auftretens. Gibt
esk gleiche Linearfaktoretix — x;), so hei3ts; einealgebraisch k-fach&lull-
stelle. Sie entspricht jedoch neinem geometrische®chnitt mit dex-Achse.

3. Beispiele:
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a) Eine Geradeg(x) = aix+ap mit der Nullstelle 2 hat eine Darstellung als
g(x) =a(x—2) = ax—2a, d.h. 3y =a und ag = —2a. Der freie Parametex
legt dann die genaue Gerade aus allen noéplichen fest:

g(x) =a(x-2)

Wl

x-Achse:a=0

b) Eine Parabelp(x) = apx+aix+ag mit den Nullstellen 0 und 10 (Bicken-
bogen!) hat die Vorschrift

p(x) = a(x—0)(x—10) = ax’— 10ax,
d.h.ay=a, ag=—-10a, ap =0.
Ein zustzlicher Punkt, z.B(5, 10), legt danra fest:

p(5)£10 = a(5-0)(5-10)=10 < a:_;_g:_é

p(x) = ax(x— 10)
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4. Umgekehrt: ein Polynonp vom Grad n > 1 hathochstens nverschiedene
Nullstellen. .

a) Eine Geradgy(x) = ax+b hat die eindeutige Nullstellexp = 3|

b) Eine Parabelf(x) = x? + px+q hat keine, eine oder zwei Nullstellen, ge-
geben durch dipg-Formel:

2
X12 = —gi\/%—q .

Achtung:der Koeffizient vorx? muss 1 seinl— Warum dirfen wir das immer
annehmen?

¢) Polynome 3. und 4. Grades haben komplizierte Nullst&leneln, Polyno-
me ab 5. Grades keine allgemeinen Forrfeinehr.

8.15 Polynomdivision

Ein Polynom,entsteht* im Prinzip durch Multiplikation von Linearfaken, die die
Nullstellen angeben:

P(X) = a(X—Xxg)-...- (X—Xn) .

Istx; eine dieser Nullstellen, alsp(x;) = 0, dann geht die Divisiom(x) = ff—)z ohne
Rest auf. Das Ergebnis ist ein Polyngmit degq = degp — 1.

Beispiel:die Nullstellenmenge sdi—1,2,4}. Ein zugeldriges Polynom 3. Grades
lautet:

p(X) = (Xx+1)(x—2)(x—4) = X*~5x°+2x+8.  (Probel)

Wenn wir die Nullstelle 2 schon kennen, erhalten vgjfx) = % mit folgender
Methode (rechts) analog zur schriftlichen Division von Eah(links):

6877 B =529 (x3—5x24+2x+8): (x —2) = x2—3x—4
% 13 :IS X3—5x2 :(x—2):>32
-65 _ 13.54 —x34-2x2 f(x72)x24)
37 B =2 —3x%+2x ((x—2)=—-3x
-26 _ 13.24 +3x%—6x | —(x—2)(-3x)
117 B =9 —4x+8 :(x—-2)=-4
117 - 1.94 +4x—-8 —(x —-2)(-4)

0V ov

22das bewies 1824 Niels Henrik Abel, 1802-1829, norwegisbtathematiker
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Zu Anfang werden so viele Ziffern (Terme) deatders betrachtet, wie der Nenner
selbst hat. In jedem Schritt wird diese jeweilige Zahl (diejgweilige Term) ohne
Rest durch den Nenner geteilt und der Quotient ins Ergelasishgieben. Gleichzei-

tig wird das Produkt aus Ergebnis und Nenner von der Ausgaid$-term) abge-
zogen. Um die neue Ausgangszahl (-teriim)den rachsten Schritt zu erhalten, wird
die rachste Stelle (derathste Teilterm) desahlers dahinter kopiert. Dieser Prozess
endet, wenn der ganzeéifdler verwendet wurde. (In diesen Beispielen muss dabei 0
herauskommen. Das ist im allgemeinen nicht so.)

Probe: das Restpolynomg(x) = x> — 3x—4 muss die restlichen Nullstellenl

und 4 haben:

q(-1) = (-1 =3(-1) —-4=0 und
q4) = 4 -3 4 -4=0 — OK.

Die Division lasst sich mit Hilfe desHorner-Schemag8.12) einfach und schnell
durchfihren, wenn wir durch eindnnearfaktorteilen:

Xo an an_1 ao
put 1 5 2 8
\ + + +
P2 1= 2 -6 -8
}1:‘11 }”: /2‘7=‘1, Kontrolle
Output 1 -3 -4 E"O- 1:/

Xo ist dabei die Nullstelle. Zur Kontrolle mugs(xg) =0 herauskommen. Der Output
ist zu verstehen als die Koeffizienten des Ergebnispolyrp(as.).

— Auf diese Weisetikainen wir das Restpolynom q auf weitere Nullstellen untérso und evtl. alle
bestimmen. Eine weitere Anwendungiddommt im @chsten Abschnitt.

8.16 Aufgabe(Ubungen zu Polynomen.)
8.17 Weitere Problemstellungen

1. Rireine Sammellinse weil die Physik: die Aostiex eines Gegenstandes und
seines Bildes von der Linséhgen wie folgt zusammen:
1+ 1 1
Xy b’
Dabei istb die konstante Brennweite der Linse.
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Beispiel: fir b=5 cm

erhalten wir: | 5x
| 10 =3"5
1.1 1 ) i
x7y "5 |
el _1_1_x=5 !
y 5 x 5% B
X !
Qy_xff) [ . E. _____________________________

o
Ll
S
o
r
S
ra
i

2. Eine Getankedose der he 1 hat einen Schwerpurtder von der Ellhoheh
des Getanks abBngt. Der Punks habe eine ighe vons(h) tuber dem Dosen-
boden.

Beispiel:die Dose wiegt 25 g und hat einen Inhalt von @.ann gilt (ohne
Herleitung):
s(h) = 20h%+1
~ 40h+2

— Interessanterweise hat die Schwerpufkit ein Minimum, und zwar genau wenn sie auf
der Fullhdhe liegt!
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8.18 Gebrochen rationale Funktionen

1. Seienp,q zwei Polynome. Die Funktion

f:Df =R, f(x) = g(())g

heil3tgebrochen rationale Funktion

2. Die Nullstellen des Nennegssind Definitionslicken (nicht definierte einzelne

Stellen) der Funktiorr = g:

d(X) = 0 = r(x) = P(x0) ist nicht definiert!

q(xo)
Sei N(q) :={xeR|qg(x) =0} die Nullstellenmenge voq. Dann gilt fur die
maximale Definitionsmenge van

‘ Dr = R\N(q) ‘

3. Die Nullstellen des @hlersp sind Nullstellen vorr, wenn sie nicht Definiti-
onsklicken sind:

p(Xo) = 0 = r(x) = % = 0, fallsq(xg) #0.

Fur die Nullstellen vorr gilt daher:

[N(r) = N(p)\N(q) |.
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— Gebrochen rationale Funktionen sind die allgemeinstenkionen, wenn man Variablen nur
addiert, multipliziert und dividiert.

8.19 Eigenschaften gebrochen rationaler Funktionen

1. Gebrochen rationale Funktionen siabigeschlosseanter Addition, Multipli-
kation und Division:

r,sgebrochen rational= r +s, r-s und r/s gebrochen rational.

Beweis Seienr (x) = pié)’g und s(x) = g;T(XX)) mit pi,gi Polynomen.

T q
_ () | p2AX)
009 = 10 T g
_ Pi(X¥)%2(X) + p2(X) ()} Polynom
B q1(X) 92(x) } Polynom’
d.h. r(x) +s(x) ist wieder ein Bruch zweier Polynome. Ebenso
, _ X)) p2(X)  pa(X)p2(X)  } Polynom
") -slx) = mx) g@(x)  gq(X)ge(x) } Polynom’
oy P p2(X)  pa(X) d2(x)
(50 = s = b 0

(
X) QX)) oX)
2. Es gibt zwei Arten voiefinitionslicken

1. Fall: q(x0) =0 und p(Xg) # 0 . Dann heil3ky ein Polvonr.

AnschaulichDer Graph von strebt gegen die senkrechte Gerade xg. Dabei
kannr das Vorzeichen wechseln oder nicht:

T e

: r(x) :

: n
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Ein Vorzeichenwechsel varist zu erkennen an einem Vorzeichenwechselyon
bei seiner Nullstelle.

. x—1 p(x) -
Beispiel: nx) = 1 q) (Bild links).
Esistq(—1) =0 und p(—1) = -2 = Xp= —1 istein Pol vorr. Das Vorzei-
chen des Nenners urg wird getestet durch Einsetzen zweier eng benachbarter
Stellen Xp — € und Xg+ € mit einer kleinen Abweichung > 0, z.B.e =0.1:

g(-1-0.1) = -01 <0 wund gq(—-14+0.1) =01 > 0.

Das jeweilige Vorzeichen vonergibt sich zusammen mit dem Vorzeichen des
Zahlers:

. p(x) } <0
X200 g }<0 }>°
. p(X) }<0
X= %o ax) }>0 }<O

r hat also einen Vorzeichenwechsel von positiv zu negativ.

Wennr keinen Vorzeichenwechsel duréhlft, ist das evtl. ohne die obige Un-

tersuchung zu sehen. Beispiel Bild rechts: die Funkti¢x) = 2(?11)2 nimmt

offensichtlich in Zhler und Nenner immer nur positive Werte an.
2. Fall: q(xo) = p(x0) =0.
Hier muss weiter untersucht werden. Beide Polynome eethakn Linearfak-
tor Xx—Xo , die Divisionen
P(X) =y o AX)
va— a9 = 7
gehen deshalb beide ohne Rest auf. Wir erhalten daraus&ireeDarstellung
P _ (x=X)PX) _ PIX)
qx)  (x=x)ax)  a(x)
1. Unterfall: q(Xp) #0 .
Dann kann die Licke durch den Punkko, %) behobemwerdenxg heil3t dann
einehebbare Definitionslicke.

Anschaulichdem Graphen fehlt nur ein Punkt, der atgich eingefigt werden
kann.

2. Unterfall: q(xp) =0.
Dann wird die Untersuchung von vorne begonnen mit den Pohamp undg.

pX) =

r(x) =
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Punkt(2, £

Jetzt ist q(2) =3 #0, (2,3)
p(2

der Punkt(2, 5_2; =1

schlie3t die liicke.

==

Beispiel: \
_p(x)  x2—3x+2 I X% — 3x+ 2
r(X)_qx)_xz—x—Z : M) ="a—">5
Esist p(2) =q(2) =0 :
= berechne :
_ (x) ! :
px) = —= =x-1 i T
X—2 -1 2
S ¢ R : / \
9 = —5 = x+1. ! fehlender

Die Untersuchung der Definitiongtken als Ablaufdiagramm:

Stellexg Xo keine Definitionslicke

Xg ist Pol

A

pi=p P(X) == 55 Vorzeichenbetrachtung:
=q ary) — 9% P(Xo) h _pxo)
i Aq 1) =35 ot 0 ate)
ja 3
nein
hebbar durch (xo, 25

3. Verhalten fir grof3e x-Werté-+o).

In jedem Fall strebt eine gebrochen rationale Funktion gegge so genannte
Asymptote (Naherungskurve). Im einzelnen:

1. Fall: degp < deqq .
Dann strebt gegen 0. Die Asymptote ist dieAchse.
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Beispiel.(Bild links) Wir kiirzen den Bruch mixded :

r()()_8x—|-8_8—$—)% }~ 8 .0
X+l x+1 3 gror ~

Alternativ konnen wir den Bruch auch mit?®% kiirzen:

Ir()()_8x+8_§+x% b0 1o
A R I PO I

gegen 8 =
8x+8 8
_ gegen 8
r() X2 +1
() = 82 + 24x
ox2+24
gelgen 0

gégen 0

2. Fall: degp=degq .

Dann strebt gegen die Konstante := Bruch der ldchsten Polynomkoeffizien-
ten Die Asymptote ist die waagerechte Geragle- c .

Beispiel.(Bild rechts) Wir Kirzen den Bruch mitxdeo :

82 +24x 8+2 }~8 } N

rx) = =
> X2+ 24 1+%‘ RS

3. Fall: degp > deqq .

Dann verfalt sichr wie ein Polynom vom Grad dgm— degq . Dieses ist die
Asymptote.

Beispiel:
2
X< 46X 1 8 1
00 = g o 2 g ® 2
X+ X+
Asymptote ~0

Hier wird Polynomdivision mit Rest angewendet. Der Resthriallt immer in
den 1. Fall und strebt deshalb gegen 0. Dadudtnent sichr immer mehr dem
Polynom vor dem Restbruch.
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8.20 Aufgabe(Ubungen zu gebrochen rationalen Funktionen.)

Exponential- und Logarithmusfunktionen

8.21 Weitere Problemstellungen

1.

Eine Seerosen-Art verdoppelt jede Woche die von ihr Hedatlasserfiche. Sie
hat einen See nach 10 Wochen zu 20% bedeckt. Wann wird er gdezkt sein?

. Sie legen 100€ zu 5% Zinsen p.a. an. Wieviel Geld haben Sie nach 2 und 5 Jah-

ren, wenn die Aussdlitungen wieder angelegt werden? Wie langéssen Sie
warten, bis sich lhr Geld verdoppelt hat?

3. Welche der Zahler?®0, 3100ist grsRer? Wieviele Dezimalstellen hat ihr Produkt?

. Radioaktives Material z€ifit von selbst in stabile Elemente. Angegeben werden

sog.Halbwertszeitennach denen jeweils diedffte einer festen Menge zerfallen
ist. Wie lassen sich damit aréblogische Funde datieren?

. Welche Kurve beschreibt eingdHgebiicke / Stromleitung / Seilbahn?




8.22 Die Exponentialfunktion Gesetze (iv) und (v) besagen: das Produkt zweier Exportiemii@ionen und

Sei ac R+. Die Funktion diey. Potenz einer Exponentialfunktion ist wieder eine Expaia¢fanktion.

f:R—R", f(x)=a" 2. Fur a> 1 ista* streng monoton steigend und surjektiv &uf.
heilRtExponentialfunktion zur Basis a. Beweis.
— Diese Funktionenklasse ist eng verwandt mit den Potentifungk, nur dass hier die Variable im Wir wissen aus 8.7.2 bzw. 8.7.5, dass die Potenzfunkdidiir n > 0 aufR™
Exponenten steht und die Basis konstant bleibt. Das bewiricheidende Unterschiede zwischen streng monoton steigt Daraus folgt insbesondere: la = 1=1"<a".
ihnen. Wir ersetzen syntaktisamdurchx und erhalten:

X
8.23 Eigenschaften von Exponentialfunktionen a>1, x>0 = a > 1.
Daraus folgt &ir beliebigex' > x die strenge Monotonie
1. Es gelten die Rechengesetze 8.4 der Potenzfunktiomextié a,b € R™:

>0

=~

@) =1 a = & M = ¥ @ > 1.a.

1
. x _ N

) = : o . o - : .

(i a — fur allexe R ]

ax Um die Surjektiviit zu zeigen, bedtigen wir die sogBernoullische Unglei-
iy a-a = at furallex,y e R Funktionalgleichung chung?*:
: X WX X B
E'V)) a( 'Xl))y = (i‘)?) o I“r a::exeRR (1+x)" > 1+nx forallexe[—1,0o[,neNg.
% a)y =a¥ = (a urallex,yeR.

— Der Beweis dieser Ungleichung ist eine leichlieung in vollséndiger Induktion!

Die Funktionalgleichung (iii) besagt: Wegena>1 ist a—1>0> —1, wir kdnnen x:= a darin einsetzen und
‘ f(x+y) = f(x)-f(y) erhalten:a" > 1+n(a— 1) . Dann ersetzen wir wieder syntaktiseldurchx:

d.h. eine Verschiebung des Graphen Yamrmy nach links ist dasselbe wie eine a* > 1+ (a—1)x.
Streckung um den Faktdr(y) nach oben.

)

Also steigta® flir groRe positivex mindestens so schnell wie die Gerade auf der
rechten Seite. Diese steigt nach 8.13.2 wegenl > 0 streng monoton und
ist unbeschinkt. Die Wertemenge voa® ist deshalb ausgehend voaf = 1
ebenfalls unbeschnkt: a® =]1,00] .

Fir x< 0 verwenden wir die Rechen-

regel (i) a * = =
- 1 1
R _ _ _
T ]1,00] =101

23Wir hatten diesen Zusammenhang streng genommen nur féinatn gezeigt. Er gilt (ohne Beweis) auch firr reelle.
243akob Bernoulli, 1655-1705, schweizer Mathematiker. Digleichung gilt (ohne Beweis) auch fiir reelle Exponeniten0.
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Alle Teile zusammen setzen:
aR — gR U{OJUR" _ R~ {ao} U a®"
]0,1[U{1}u]1,oo[:R+. O

3. Fur 0< a< 1 ista* streng monoton fallend und ebenfalls surjektiv Rdf.
Dieser Fall &sst sich durch die Setzunp := % > 1 auf den obigen ziick
fuhren. Die Funktiorb ist streng monoton steigend und surjektiv &if. Fir
die Funktiona* = (£)*= & gilt dann:

1 1
x<X = a==>_ =a
< b
1 1
R +
a® = — = = — RV,
bR Rt

4. Fir a=1 ista*nach 8.4.3 konstante* =1*=1 furalle xe R .

5. Zusammenfassung der Ergebnisse.

acR' | Dt — f(Df) monoton bijektiv
a>1 |[R—R" /! ja
a=1 |R—{1} — nein
a<l |[R—RT AN ja

Die folgende Abbildung zeigt einige Exponentialfunktiorfér 0.1 <a< 10.

8.24 Die Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion ist
nach 8.23@ir a# 1 bijektiv,
daher existiert die Umkehrfunk-
tion

log,: Rt —R.

Sie heil3t detogarithmus zur
Basis a

log, ist wie & streng monoton
steigend fir a> 1 bzw. fallend
fur 0<a< 1. log, ist surjektiv,
wird also beliebig grof3ifr x ~
0 und groR3ex.

— log, ist nicht vom Typ der Expo-
nentialfunktion, schon deswegen, weil
er nicht fur negative Werte definiert
ist, aber negative Werte herauskom-
men lnnen. Das ist ein wesentlicher
Unterschied zur Potenzfunktion, deren
Umkehrung wieder eine solche ist!

Fur log, gelten die folgenden Geseta# falle a,b,x,y € R*:

a
a>1 % 1
| Gijog,
| 2
\\ /// e
\\ Lok
W Z= o,
// 1 N E\H"““MME l
. 1
\-.\ ?
H[ >
| :
l O<axl K}

(i) log,a* = x = %% Umkehrfunktion
(i) log,1 = 0
(i) logy(x-y) = log,x+log,y Funktionalgleichung
(iv) log,b* = x-log,b
a a
(v) logyx = log,X-logyb.
Beweis.
(ii) log,1 %% O 1og.a® £ o
(i) loga(x-y) 2 log,(@%x. alo%y) #22M joq (gogxtony) & jog x4+ log,y
(iv) logab* & log,(al°%byx 8231 gq geiogb Oy oq p
(v) log,x 2 log,b'°%* @ jog x-log,b.
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Die Funktionalgleichung (iii) besagt:
L fxy) = f0+F(y) |-

Wir kdnnen eine Multiplikation ersetzen durch eine Addition whidi Funktions-
werte:

(i) < x-y = al°%X*0%y

Gesetz (iv) besagt, dass wir Potenz und Exponential ersétzenen durch eine
Multiplikation und zwei Funktionswerte:

(lV) o b = X~|0gab.

Gesetz (v) besagt, dass es im Grunde nur eine einzige Logarsfunktion gibt.
Alle anderen sind konstante Vielfache davon:

(V) & |logyx =

Die verwendete Basig # 1 ist dabei egal. Beispiel:

logyp1000 3

log, 1000 = ~
% loge2 0301

= 9.966.

— Das ist der Grund, warum |hr Taschenrechner nur zwei Loganiisfunktionen anbietdbg; o
undIn. Eine wirde ausreichen, man gibt aber beide ausi@den der Bequemlichkeit. 10 ist die Basis
unseres (exponentiellen) Zahlensystems und die Rollgweind in 8.26 klar werden.

Logarithmusfunktionen lag« haben folgende Eigenschaften:

aceR" | D¢ — f(Df) monoton
a>1 |RT R 7
a<l |RT—=R N
immer bijektiv

Achtung:fir a=1 existiert kein Logarithmus!

— Historisch war die Entdeckung der Logarithmen ein Durchdbrin der Rechentechnik. 1614
verdffentlichte Napiet® die erste Logarithmentafel, also eine Tabelle mit Funidieerten. Mit deren
Hilfe konnte man leicht mit obigen Formeln beliebige Pragulind Potenzen/Exponentiale berech-
nen. Das béfrderte wesentlich das Ingenieurswesen und die Modellbgdn den aufkommenden
Naturwissenschaften. Nicht zuletzt auf dieser Geistasieg fu3te der Aufbruch Europas in die Auf-
klarung und das industrielle Zeitalter.

25)ohn Napier, 1550-1617, schottischer Mathematiker
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8.25 Auflosung der Problemstellungen 8.21

1. (Seerosen.)
Sei f:R{ — R" die bedeckte Wasseifthe in Anteil Seeobeétheiiber der
Zeit in Wochen. Verdopplung pro Zeiteinheit bedeutet:
f(t+1) = 2f(t).

Vergleich mit der Funktionalgleichung!*! = a-a' liefert a=2 und so den
Ansatz f(t) = c-2! mit einer noch unbekannten Konstanteie Bedingung
f(10) =1 liefert:

T _ 510 _
= f(10) = c-2° = ¢ = 5 210"
Nach welcher Zeity ist der See ganz bedeckt, d.h(tg) =1 ?
1
= 20 = 5.210

& 1o *20 log,(5.219) **2 10g,5 1 l0g, 217

8240 100105 | 16 1937
log92 o

Ergebnis:der See ist nach ca. %2Nochen ganz bedeckt.

2. (Zinseszinsen.)

5% Zinsen p.a. entsprechen einer Zunahme des Kapitalgggmnach einem
Jahr haben wir

5
1000€ + ﬁ)~1000€ = 1.05-1000€.

Dieses Kapital wird im Folgejahr nochmals so verzinst, veibén dann
1.05-(1.05-1000€) = 1.05%-1000€ = 1102.5C€ .

Allgemein: nachn Jahren haben Sigé(n) = 1.05"-1000€ und f(5) = 1276.28€<.

Nach welcher Anzahty von Jahren hat sich das Kapital verdoppelt?

f(no) = 2000€
= 1.05%.1000€ = 2000€

& 1.05° = 2 T
< N = 100 052 84M Iogiili% ~ 14.2 Jahre.
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3. (Zahlenvergleich.)

Die Funktion 10 ist nach 8.23 streng monoton steigend:
x < X = 10 < 10°.
Das gilt auch, wenn wir zwei Logarithmenwerte= log,py, X :=log,qy ein-
setzen:
logipy < l0gpy = y = 10%%0Y < 10%%0Y — y/
Wir kdnnen also statt zweier Zahlen auch deren log-Werte verglai

l0g1022%° #22M 200.10g,92 & 200.0.301 = 60.2

logy3'%° *%2™ 100.10g,,3 ~ 100.0.477 = 47.7
Wir entnehmen daraus die gesuchte Antwort:
l0g;922%° = 60.2 > 47.7 = log;(3'®° = 2200 > 3100

(Anzahl Dezimalstellen.)
Gesucht ist eine Funktion

Anz:N — N, Anz(n) := Anzahl Stellen in der Dezimaldarstellung von
Anmerkungder FunktionsnamgAnz* ist nicht standardisiert.
Wir wissen: AnZ10n) = Anz(n) + 1. Der Vergleich mit der Funktionalglei-
chung log(10n) = log,10+log,n liefert: log;10=1 < a=10 und
so Anzn) =log;gnh+ ¢ mit einer noch unbekannten Konstantere R. Wir
bestimmerc durch ein beliebiges Beispiel, z.B. Aflz = 1:

1 = Anz(1) = logjgl+c 820 ¢

Wir beobachten noch, dass diese Definition von Anz nicht imnairliche
Zahlen ergibt, wir nissen runden. Um die Richtung der Rundung zu bestim-
men, wahlen wir ein beliebiges nicht-ganzzahliges Beispiel: @z 1. Es ist
l0g192+ 1~ 1.3, also niissen wir abrunden.

Als Ergebnis erhalten wir die Funktion

Anz(x) = |logigX+1] — |-] Abrundung, siehe 8.36

Einsetzen der bekannten Inputwerte:

Anz(2200.3100) = | |og,,(2200.3100) 4 1 |
8.24 (i) 109192299+ 10g; 3190+ 1 |
°BeN |1 60.2+47.7+1]
= 108.
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4. (Archaologische Datierung.)

Die sog.Isotope!?C und!“C des Elements Kohlenstoff unterscheiden sich che-
misch nicht und werden von Lebewesen im selben nis Cy :=14C/1C ver-
stoffwechselt, wie sie in der Atmosgte vorliegen. Sie unterscheiden sich aber
physikalisch dadurch, dadéC stabil ist, wahrend“C radioaktiv zer&llt. Mit
dem Tod eines Lebewesens endet sein Stoffwechsel und daéitiesC(t) in
seinem Gewebe vandert sichilber die Zeit durch diesen Zerfall exponentiell:

C(t)
Col

HWZ = HWZ = HWZ = HWZ ~ HWZ t

Die Konstante HWZ ist die sogdalbwertszeit, nach der ein radioaktiver Stoff
zur Halfte zerfallen ist. Br 14C ist HWZ = 5730 Jahre. Die Formel lautet:

C(t) = Co- (3,
wobei die Zeitt =0 den Tod markiertCo =C(0) ist der bekannte Vergleichs-
wert fiir den!“C-Anteil in der damaligen Atmosgitre.
Probe, ob die Formel die physikalische RedliC(t + HWZ) = %C(t) wieder-
gibt:

trHWZz 1

C(t+HWZ) — CO(%) HWZ — CO'(Q)%-H = CO.(%)HWZ.% = %C(t)_

Angenommen, wir haben bei einem Furidst C(tg) = %Co gemessen. Wie
alt ist das Fundsick, d.h. welchen Wert hag ?

#Co = Clto) = Co- (3t

o
= (%)sz = 1_10
< mwz ~ %o
1091015
sty = HWZ~Iog%%) = 5730 Jahre 2 ~ 19.000 Jahre.
00103
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5. (Hangebiicke/Stromleitung/Seilbahn.)

Wie haben hier nicht gérgend Hintergrund, um die soi§ettenlinieherzuleiten.
Darum nur die Angabe der Formel:

A B

f(x) = J(a+a~)

] >
0 X

Die Basisa bestimmt, wie sehr die Kurve zwischen den (gleich hohenhAung-
punkten A,B, durchrangt‘. (Eine Parabel steigt von unten her etwas schneller
an.)

8.26 Die Eulersche Zahk

Angenommen, Sie béknen auf Ihr Anfangskapit&h 100% Zinsen p.a. (vgl. 8.25.2):
100

@ = ko (14 350) = ko2

Die Bank schigt vor, stattdessen jedes halbe Jahr 50% zu zahlen. Isedssri?

ko = ko 1+5—02—k0225 ial
2 = 100) ~— @~ &

Bei Verzinsung pro Quartal &we das

1 4
ks = ko- <1+Z> ~ ko 2.44,

monatlich

1 12
ki = ko- <1+1—2> ~ Kp-2.613,
taglich

1\ 365
k: = 14— ~ -2.7146.
365 = Ko < +365> ko 6
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Konnten Sie so beliebig reich werdeN@in, es gibt eine Grenze:

kn 1\" "

— = (1+=) =~ 2.7182818.. =: e firgrol3en.

ko n

e heiRt Eulersche ZahP®. Sie ist die sognatiirliche Basisfir Exponential- und
Logarithmusfunktionen, weil sie als einzige Logarithnurgdtion u.a. folgende Ei-
genschaft hat: die Tangente anJag der Nullstelle 1 hat die Gleichung=x—1 .

loge x

it

Dadurch gilt: logx <x—1 fir alle xe R und wir bekommen

X

n .
8.24W) n«Ioge<1+)—r:> < n~ﬁ = X

Ioge(1+§)
o (1+)—r:>n < &,

wobei die Anr@herung iir groRen immer besser wird. it x =1 ergibt sich unsere
obige Schrankelfr die Zinseszinsen.

Der Logarithmus zur Basisheil3t demattrliche Logarithmus und hat einen eige-
nen Namen: logx=: Inx. Die Exponentialfunktio®* heil3t einfactdie e-Funktion.
Jede Exponential- und Logarithmusfunkti@sst sich mit Hilfe vore und In schrei-
ben:

8.24 (v) Inx

X 8-2:4(i) gdhayx _ exina [ .l
a ( ) OQaX Ina

— Aus diesem Grund wird in den meisten Anwendungen nurraitéln x gearbeitet.

8.27 Aufgabe(Ubungen zu Exponential- und Logarithmusfunktionen.)

26 eonhard Euler, 1707-1783, schweizer Mathematiker
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Winkelfunktionen

8.28 Weitere Problemstellungen

. Geometrie:
Wie hoch ist
der Baum?

. Geodisie: Wie weit ist
es von Neapel nach New New York Neapel
York direkt, in Fluglinie 440 41° N
bzw. entlang des Breiten- 700 W 140
kreises?

. Informatik: Wie wird ein Objekt auf
dem Bildschirm gedreht?

120°
A

. Physik: Welche Gemeinsamkeiten haben dieaRbmene Schall, Wechselstrom,

Licht, Seegang?

8.29 Winkelfunktionen

1. Es seiein Punk¥l und ein Kreisk (M, r) mit Radi-
usr gegeben. Weiter sollen zwei StrahlerMinbe-
ginnen und au& ein Bogendick ¢/ ausschneiden.
Der von diesen beiden Stahlen begreveiakel a
ist das langenverhltnis von Bogensick zu Radi-
us:

l
a:=-|.
r

Es ist fur alle Kreise uniM genau gleich grof3.
Wir bezeichnen Winkel mit kleinen griechischen Buchstabef3,y,d etc.
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. Winkelfunktionen als reelle Funktio- .

Fur r =1 entspricht der Winkel genau der Bog@mgje (ohne Einheit). Dies ist
das sogBogenmalf Alle natiirlichen Winkel sind deshalb durch den Kreisum-
fang 2tbeschankt und haben @fen < [0, 21/ .

Winkel werden auch inGradmaf gemessen, 12entsprechen 360

Gradma3  Bogenmalf3
360 21 ’

— Die Umrechnung erfolgt durch Aggen nach einer der Gf3en.
Der Winkel mit GbRRe 7 heil’t rechter Q\

Winkel. Er wird in Zeichnungen mit ei-
nem Innenpunkt markiert.

. Um Strecken und Winkel rechnerisch in Beziehung zu setdefinieren wir

folgendeWinkelfunktionen :

. a  Gegenkathete
sing i= - = ————
c Hypotenuse
b Ankathete c a
costt = - = ——
c Hypotenuse
tana -~ & _ Gegenkathete a .
" b Ankathete b

y
nen:
sin: R — [-1,1]
cos: R — [—1,1]

tan:R\{J+kmn|keZ} —-R

Das Argumenk ist stets eiWinkel im
Bogenmaf3d.h. ein Bogensick des
Einheitskreises.

COosx tanx

/

\
=

\
NIg




8.30 Eigenschaften von Winkelfunktionen
— In diesem Unterpunkt stehen nur wichtige Ergebnisse. DigeB dazu sind nicht schwer und
Sie machen Sie selbst in Aufgabe 8.32.

1. Spezielle Werte: 2. Direkte Beziehungen:

x [0 3 7 % 3% (i) sinf—x) = sin(x+3) = cosx
sinx [0 3 § § 1 (i) cog5—x) = cogx—735) = sinx
cosx|1 @ 2 1 o (i) sirx+coSx =1 Pythagora$’

. sin
tanx | 0 % 1vV3 —  |(iv) tanx = %{.

— Die Schreibweisesir’x ist eine Kurzformifr (sinx)2, nichtfur sin(x?) .

3. Periodizitt: sinx, cosx, tanx sind periodisch, d.hiir alle ke Z gilt:

sin(x+k-2m) = sinx
cos(X+k-2m) = cosx
tan(x+k-1) = tanx

4. sin und tan sindngeradecos istgerade

5. Um GBRen von Winkeln zu berechneniissen wir die Winkelfunktionen um-
kehren, z.B.:

. 1 41
SINX = = = X=3S8In "= =72
2 2

Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen heil3@mcusfunktionen (von
lat. arcus= Bogen), weil sie einen Winkel = Einheitskreisbogenimkgeben:

1

sin”~ =: arcsin
cos ! =: arccos
tan'! =: arctan.

— Auf manchen Rechnern heifl3en sie aasim, acos, atan
Problem:Winkelfunktionen sind wegen der Periodéinicht injektiv. Wir missen
sie injektiv machen unddnnen sie dann auf ihrer jeweiligen Bildmenge umkeh-
ren.

27pythagoras von Samos, ca. 570-510 v.Chr., griechischisBph und Mathematiker
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Die Winkelfunktionen sind streng monoton auf folgenderivallen:

sin auf[-J,7] steigend
cos auf[0,T] fallend
tan auf |-7,7[ steigend.

Wir beschanken sie darauf und definieren:
arcsin: [-1,1] — [-%,7]
arccos: [—1,1] — [O,T]
arctan: R — |-3 T[.

Innerhalb dieser Intervalle sind die Ergebnisse
eindeutig und werden vom Taschenrechner so
geliefert. Die MengéJ (y) aller Urbilder zum
Wert y mussen wir durch bekannte Formeln
finden. Beispiel:

sinx = - = —arcsin}— n
T2 707 276

Die Beziehung sifrt—x) = sinx liefert das
zweite Urbild in der Periode:

U@d) = {xo+k-2n|kez}
U{(m—xo)+k-2m|keZ}.




1. (Geometrie)

8.31 Anwendungen der Winkelfunktionen

Auflosung der Probleme 8.28:

Wie hoch ist
der Baum?

Sie messen auf Augeiihe den Winkett zur Baumspitze gegen die Horizontale
und den Abstand von Ihnen zum Baum. lhre Augedheh Uber dem Boden
kennen Sie auch.

Xx—h
4 8292¢aha < x = h+dtana.

Nordpol
. (Geodisie)

Wie weit ist es ﬂ
von Neapel nach - q
New York di-
rekt, in Fluglinie
bzw. entlang des M
Breitenkreises?

Breitengrade Aquator

SeiR = 6370 km der Erdradius. Der Radiusdes 41. Breitenkreises bagt
r = Rcos4f ~ 48075 km. Auf diesem Kreis liegen die &ite um den Mittel-
punktswinkel vona = 74°+ 14" = 88’ versetzt. Die langel}, des Breitenkreis-
bogens ist dieser Winkel im Bogenmalf3:

I
Uy = r-@-a ~ 73838 km.
Die direkte (geradlinige) Entfernuniy ergibt sich lq
aus folgender Idee: wirdllen das Lot vom Kreis- \
mittelpunkt auf die Strecke und sehen: r
= 2-rsin% ~ 66791 km. >
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Die Fluglinie ¢+ ist die kirzeste Entfernung auf der Erdobache, d.h. der Bo-
gen eines Kreises um den ErdmittelpulktDie Skizze bleibt gleich, jetzt i$fl
der Kreismittelpunkt. Der Radius wird ersetzt durch denr&diusR und o
durch den Winkel 3 = <(New York M,Neape]. Fur die bekannte @fie/y
gilt dieselbe Formel wie mit den neuen Mal3en:

B . Ly 5
= 2Rsin =2 ~ 63.2°.
Ly sm2 s B arcsmz?2 63

Die Bogenéngels ist wieder dieser Bogefd im Bogenmal3:
I

=R 157

B ~ 70306 km.

. (Informatik)

Wie wird ein Objekt auf dem Bildschirm gedreht?

Ein graphisches Objekt besteht aus Punkten und Verbintlomeyszwischen
ihnen. Es reicht, alle Punkte zu drehen und die Linien neueithnen. Dazu
mussen wir (nur) verstehen, wie ein Punkt gedreht wird.

GegebenUrbildpunkt P = (x,y), Drehpunkt und Drehwinkek. Wir wahlen
den Drehpunkt als Ursprun@ eines Koordinatensystems, in deqy Koordi-
naten sind. Der Bildpunk? habe die Koordinate(x’,y’).

Bildpunkt
P=Ky) -~ "] ~~~_
Urbildpunkt
// P= (X>y)
y =1 sin(a+9) s
y=rsin

DrehpunktO

Zunachst transformieren wi? in Polarkoordinaten (r,$), d.h. in eine parame-
trische Darstellung durch den Abstandom Ursprung und den von der Strecke
OP mit der positiverx-Achse eingeschlossenen Winkel

X = r cosp o = /X2 +y2 «— Pythagoras
y = rsing ¢ = arctar} « Def.tan 8.29.2

Der BildpunktP’ hat denselben Abstarndvom Ursprung und den um ver-
groRerten Polarwinkek + ¢. Wie hangtP’ von P unda ab?
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Die Antwort liefern die sogAdditionstheoreme der Winkelfunktionen (ohne
Beweis):
sin(a+¢) = sina cosp +cosa sing
coga+¢) = cosa cosh —sina sind .
Damit und der obigen Darstellung vary erhalten wir:
X = rcoqa+0)
= r(cosn cosp —sina sing)
= (r cosp) cosa — (r sing) sina
= Xcosu —ysina,
y = rsin(a+9)
= r(sina cosp +cosa sind)
= (r cosp) sina + (r sind) cosa
= X Sina +Yy Ccosa .

Das ist eine AbbildungR? — R? mit der Vorschrift
X'\ [ cosa —sina X
y ) \ sina cosu y )
. (Physik)
Welche Gemeinsamkeiten haben diédRbmene Schall, Wechselstrom, Licht,
Seegang?
Antwort: Es sind alles Wellen, die geeignet durch die Winkelfuni¢iomodel-
liert werden lbnnen. Z.B. hat die Spannung im Haushaltsnetz die Zeitforme
U(t) = 311127 V-sin5Q .
Im allgemeinen hat eine Wellenfunktion drei Parameter:
f(t) = asinwt—9).

Der Faktora heif3t dieAmplitude, der Faktorw die Winkelfrequenz und der
Summand die Phaseder Welle. Schall, Licht und Seegang sind Gemische von
Wellen mit verschiedenen Parameterwerten, d.h. Summeniedn solchen
Termen.

8.32 Aufgabe(Ubungen zu Winkelfunktionen.)
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Sonstige Funktionen

— Es gibt einige weitere gebuchliche Funktionen, die auch in der Informatik von Bedagtsind.

8.33 Betragsfunktion

Haufig spielt die absolute GRe einer Zahl eine Rolle, unatgig von ihrem Vor-
zeichen. Das Vorzeicheadst sich ignorieren mit Hilfe dd@etragsfunktion:

X
|- :R— RS, 2
x| = x furx>0
"] —x  furx<o0. I

Beispiel 1:Der Abstand distR x R — R} zwischen zwei reellen Zahleny ist
ein Mal3 fir ihre Entfernung voneinander auf der reellen Achse. Bmsdhtnegativ
undsymmetrisctsein, d.h.

dist(x,y) = distly,x) > 0 furallex,yeR.

Definiere dist mit Hilfe der Betragsfunktion: digty) := |x—y|.

Beispiel 2: Konstruiere eine ungerade
guadratische Parabel

) = X2 = x-x furx>0
99 =13 2 = _x.x furx<0

x|

= |X|-x.

Fur die Fallunterscheidung im ersten Fak-
tor wird die Betragsfunktion eingesetzt.

Wichtigste Eigenschafteriif alle x,y € R:

=X = X Geradheit
[x-y| =[xyl Homogeniat
IX+y| < X+ 1yl Dreiecksungleichung

Xl=0 < x=0 Definitheit.

Der Betrag ist nicht bijektiv, das Aufsen einer Betragsgleichunghirt im allgemei-
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nen zu einer Fallunterscheidung:

keine Losung fira<O
Xl=a = ¢ x=0 fira=0 (Definitheit)
x=aVv x=-a fura>0.

Null spielt beim Betrag also eine Sonderrolle: nar fien Wert a = 0 ist die
Auflosung eindeutig.

8.34 Signum-Funktion

Umgekehrt &sst sich die Gif3e vonx € R ignorieren und nur das Vorzeichgex-
trahieren” mit Hilfe derSignum-Funktion:

sgnx
sgn:R—{-1,0,1}, ]
1 furx>0
SgNX = 0 furx=0
-1 furx<O0.

Beispiel 3:Jede Zahix € R hat die Produktdarstellungx = sgnx- [x| |.

— Das ist das eindimensionale Analogonlzangeund Richtungbei Vektoren.
Nachweis:

1 - x furx>0
SgNX- x| = 0 - 0 furx=0 ) =x.
(1) - (—x) furx<O

Beispiel 4: Umkehrfunktion der ungera-
den quadratische Parabel: SgnX- /x|

RPN VX furx>0
a0 = { —v/—=x furx<o0

= sgnx- /x| .

Wichtigste Eigenschafteriif alle x,y € R:

sgn—Xx) = —sgnx Ungeradheit
sgnx-y) = sgnx-sgny Homogeniit.
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8.35 Minimum- und Maximumfunktion

Eine MengeM reeller Zahlen ist immeangeordnetd.h. je zwei Elementg,y sind
nach GbR3e vergleichbarx < y. Die Minimum-Funktion liefert die kleinste Zahl
in M, wenn sie existiert:
min : ?(R) — RU{—o}
falls 3 M:VmeM: mp<
minM = o o< me Mo=m
—o  sonst.

Der Wert —oo ist keine reelle Zahl, sondern steliir feine Gbl3e, die im Vergleich
immer die kleinere istvr e R: —oo <.
Analog ist dieMaximum-Funktion definiert, wobeivr e R: oo >r:

max: ?(R) — RU{o}

: : >
maxM = {mo falls ImpeM: VmeM: mp>m
o  sonst.

min/M \\ % ma\xM

Die reelle MengeM im Argument kann sehr verschieden aussehen. Im Bild ist eine
diskreteMenge gezeigt, die aus einzelnen Zahlen bestéintsélche Mengen existie-
ren Minimum und Maximum immer. Ebensorfsehr viele&kontinuierlicheMengen,
etwa abgeschlossene Intervdlieb].

Die Fallunterscheidungihrt offenbar dann zt-0, wennM leer ist oder eine unbe-
schiankte Teilmenge en#it, z.B. M D] —,b] oder M O N . Sie kann aber auclif
besclkinkte Mengen eintreten, z.Birfdas offene Intervalla,b[. Die Grenzera,b

sind die einzigen Zahlemg, die die Bedingungepmg < ni* bzw. ,mp > nt* erfullen
konnten. Sie liegen aber nicht M und verletzen die Bedingungdmg € M*.

— Esistndglich, Funktionen zu definieren, die in diesem Fall die @emausgeben. Dazu brauchen
wir erst den Begriff de§renzwertssiehe??.2?2.

Elemente einer aufhlbaren Menge werden auch als Einzelargumente geschriebe

min(3,7) = min{3,7} = 3
max(2,4,6,...,20) := max{2,4,6,...,20} = 20.

Wichtigste Eigenschaften, wenn mith minN # —co bzw. maxM, maxN # co sind:
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min(MUN) = min(minM, minN )
max(MUN) = max maxM, maxN )
MCN = minM>minN, maxM < maxN .

— Es gibt keine analoge Regéirf min/max(MNN) . Das zeigen Sie in Aufgabe 8.38.

Beispiel 5:Viele Anwendungsprobleme lassen sich als Extremwertdgfigainter
Nebenbedingungen formulieren, zl&irzeste Weginge:

min { Langéw) | w StraRenverbindung zwischen Berlin und Pots¢lam

Oft ist nicht nur der Wert selbst, sondern ein ihn annehmehiteild gesucht, z.B.

einkiirzester WegDieses liefert die Funktion
argmin {Langéw) | w StraBenverbindung zwischen Berlin und Potsdlam
Im allgemeinen erhalten wir zu einer Bewertungsfunktiatie Menge
argminf(M) = {xeM | f(x) =minf(M) }.

Sie ist genau dann leer, wenn niifM) = —oo ist.

Kleines Beispiel aus 6.10.4:
Ziel /I/ \l\ \/

M :={{a b}, {ac,e}, {b,c,d}, {d,e}}

Wenn die Streckera, b, c,d, e alle Lange 1 haben, ist diedngenfunktion
f-M—=R, f(X) = |X].

X ist dabei eine Menge aus der Familieund |X| die Anzahl Strecken iX. Damit
erhalten wir:

minf(M) = min{[{a,b}[, [{a,c.e}|, [{b,c.d}, [{d,e}|}
=min{2,3,32}
=2

argminf(M) = {XeM| f(X) =minf(M) =2}
= {{avb}7 {dve}}'
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8.36 Rundungsfunktionen

Fur die Konversion reeller zu ganzen Zahleiisgen wir derpNachkommateil* ab-
trennen. Dies tun zwékundungsfunktionen:

[']:R—7Z, [x] := max{neZ|n<x} Abrundung
[‘'T:R—Z, [X] :=min{neZ|n>x} Aufrundung.
y=X

.

Beispiel 6: Anz(x) = |log;oX+1] , siehe 8.25.3.

Beispiel 7 (Schubfachprinzipyerteilt mann Objekte auim Schub&cher, so entit
mindestens ein Schubfack> [11] Objekte. Z.B. 366 ragliche Geburtstage von
3.416.000 Berlinern (Stand 2008): es gibt mindestens elagnim Jahr, an dem
> [34180001 — 9334 Berliner gemeinsam Geburtstag haben.

Wichtigste Eigenschafteriif alle x,y € R:

x—1< [x] <x<[Xx] <x+1 fur allexe R
IX+n] = [X]+n und [x+n] = [x]+n furalleneZ
IX| =X & xX€Z < [X] = x.

Achtung:auf vielen Rechnern sind die Rundungen abweichend als adgdtunk-
tionen implementiert:

|X] Rechner = SONX- | |X|] [X|Rechner = SOMX- [[X]] .
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8.37 Modulofunktion

Wenn eine Division nicht aufgeht, bleibt ein Rest. Diesereblenet dieModulo-
Funktion (von lat. modulus:Rest):

mod: R xR\ {0} = RJ, xmoda := x— gJa.

2a 3a

Beispiel 8:Ein Stundenzeiger zeigt alle 12 Stunden auf dieselbe Zainjjt £r jetzt
auf 4 Uhr, so zeigt er in 100 Stunden auf
104

(4+100) mod 12= 104— {EJ -12 = 104—8-12 = 8 Uhr.
Beispiel 9:einfache vs. doppelte Indizierung einer Matrix.
Im Rechner ist der Speicher linear angeordnet, sodass neadoghpelte Indizie-
rung (i, j) einer mx n-Matrix auf eine lineare Adressierung,.0.,mn—1 der Da-
tenfelder abbilden muss. Hier eine x4-Matrix, in die die linearen Adressem;;
eingetragen sind:

j=0 1 2 3
i=o /0 1 2 3 mj = 4i+]
1| 4 5 6 7
2| 8 910 12| = (Mili o= |
3 \ 12 13 14 15 j = m;mod4

Die Formeln rechts geben die beiden Transformationen an.

Wichtigste Eigenschaftetiif alle x,y € R, ac R\ {0}:

0 < xmoda < a
(x£y) moda = [(x moda)+ (y moda)] moda
(x-y) moda = [(xmoda)- (y moda)] moda

8.38 Aufgabe(Ubungen zu sonstigen Funktionen.)
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